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Matemadticas IV
Capitulo 1

1. Sucesiones
Definicion 1.1

Una sucesién es una funcién cuyo dominio es el conjunto de los enteros positivos y cuyo rango es
un conjunto de niimeros reales. Por tanto, si S es una sucesion, entonces a cada entero n le

corresponde un niimero real S(n), es decir, S(1),5(2), ...,S(n), ...
Con la notacién de subindice en lugar de funcional, podemos escribir
A1, Ay, ey Ay oo
donde a, es el primer término, a, es el segundo y a,, es el n-ésimo término.

Podemos indicar una sucesion a4, a,, ..., a,, ... mediante {a, },-,, 0 sSimplemente {a,,}.

Se puede especificar una sucesion dando suficientes términos iniciales para establecer un patron,

como
11,4710 13,..
mediante una formula explicita para el n-ésimo término, como en
a,=3n—-2, n=1
O mediante una férmula recursiva
a, =1, a, =a,_1+3, nx=?2
Observe que cada una de estas ilustraciones describe la misma sucesion.
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Otras féormulas explicitas y los primeros términos de la sucesiones que generan

1 1234
1. an=1—£, n=1: O,E,g,z,g,.
2 b =14+ st 02222756
. n n ) —_— . ) 13I4I5I6l7"'

1
3.c =(=1)"+=, n>1: - —=2_Z2_2
=D+, 2’38 T 56 7

4. d,=09999, n=>1: 0,9999, 0,9999, 0,9999, 0,9999 ...

Observe que las sucesiones { a, } y { b, } se apilan cerca de 1, es decir que convergen a 1, pero

{c,}y {d,}noconvergena 1.

Para que una sucesién converja a 1, primero debe ocurrir que los valores de la sucesion se
acerquen a 1. Pero deben hacer mds que estar cerca; deben permanecer cerca, para toda n mds
alld de cierto valor. Esto descarta la sucesion { ¢, }. Aunque la sucesién { d,, } no converge a 1,

es correcto decir que converge a 0,9999. La sucesién { c,, } no converge; decimos que diverge.

|
1.1 Limite de una sucesion
Una sucesion {a,,} se dice que converge a L y escribimos
lima, =L
n-00
si para todo € > 0, existe un niumero N > 0 talque n> N = |a, — L| < ¢
Si no existe numero finito L, se dice que ésta diverge o que es divergente.
¢

. Prof. Humberto F. Valera Castro



Matematicas IV

Ejemplo 1.1.1

Demuestre que si p es un entero positivo, entonces

li ! =0
nl—g}onl’_

A Con base en el trabajo previo, esto es casi obvio, pero daremos una demostracion formal.
.. . - p
Sea € > 0, elijamos N como cualquier niimero mayor que /1/¢

Entonces

n=N=|a,—L| =

Si comparamos la definicién de limite de una sucesion {a,} con la definicién de limite de una
funciéon f(x) cuando x crece indefinidamente. Las dos definiciones son casi idénticas; sin

embargo, cuando decimos que lim f(x) = L, la funcién estd definida para todos los niimeros
X—>00
reales mayores que algun numero real R, mientras que cuando consideramos lim a, =L el

n—oo

valor de n se limita a enteros positivos. Tenemos, sin embargo, el siguiente teorema

Teorema 1.1

Sea f una funcién de una variable real tal que
limf(x) =L
X—>00
Si{a,} es una sucesién tal que f (n) = a,, para todo entero positivo n, entonces

lima, =1L

n—oo
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Ejemplo 1.1.2

Determine si la sucesion

Converge o diverge

A Consideremos la funcion

2

2* -1

flx) =

aplicando la regla de L’Hopital dos veces tenemos que

o x? , 2x 2
lim ——=lim =1

— - —lim—————=0
w2 — 1 xaw(In2)2*  xow (In2)22x

Como f(n) = a,, para todo entero positivo n el teorema anterior nos permite concluir que

T

nZ

2mn—1

es decir,{ } converge a 0.

|
Observacion: El inverso del teorema anterior no es cierto. Es decir, es posible que la sucesion

{a,} converja a L aunque f(x) no converja a L.

Por ejemplo,
lim sennn = 0, (n entero positivo)
n—oo
Pero
lim senmtx, (x unnumero real)
X—>00
No existe
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Si{a,}y {b,} sonsucesiones convergentes y k una constante, entonces

i) limk =k

n—>oo

ii) limka, =k lima,
n—-0o n—0o

iii) lim(a, + b,) = lim a, + lim b,
n-—-oo n—oo n—-oo

iv) lim(a,.b,) = lim a, . lim b,
n—oo n—oo n—-oo

lim a,
. n . .
v) lim — =2=2— siempre que lim b, # 0
n-o b, lim b, n—oo
n—-oo

Ejemplo 1.1.3

Determinar si la sucesion

n? T
sen—
2n+1 n

es convergente.

A

sen— = nsen —
2n+1 n 2n+1 n

Ahora bien, la sucesion

oS

Es convergente, ya que

N =

I -
N 27 + 1

Veamos si la sucesion

Matematicas IV
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yia
{nsen —}
n
es convergente, para ello calculemos
) I8
limxsen—
X—00 X
s s
sen ; sen ; senu
limxsen— = lim =nlim —= =m, yaquelim =1
X—00 X X—00 1 X—00 il u-0 u
x x

Por lo tanto

lim ( e nsen E) = (lim

n-co \2n + 1 n ) (limnsenz) = g

n—oo n
luego la sucesion converge

Teorema 1.3 (Teorema del emparedado)

Suponga que {a,} y {c,} convergen a Ly que a,, < b,, < ¢, paran = K (K es un entero fijo).

Entonces {b,,} también converge a L.
Ejemplo 1.1.4

Demuestre que

A Paran > 1,

Como
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Entonces
~ senn
lim =
n—oo n
|
Teorema 1.4
Si lim|a,| = 0, entonces lim a,, = 0.
n—-oco n—-oo
Demostracion
Como —|a,| < a, < |a,|,y usando el teorema del emparedado, se tiene que
lima, =0
n-oo
14
Ejemplo 1.1.5
Demuestre que si —1 < r < 1, entonces
limr™ = 0.
n—oo

A Sir = 0, el resultado es trivial, de modo que suponemos lo contrario.

Entonces

! >1 ! 14+
R - — =
7] Il P

Para algtin nimero p > 0.

Ahora bien, por la férmula del binomio,

1
—— = (1+p)" =1+ pn + (términos positivos) = pn

|7

1
o< |r|"<—
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Como

] 1 1 /1
lim (—) =—lim (—) =0
n—-oo pn pn—mo n
El teorema del emparedado implica que

lim|lr|=0

n—0o
O, en forma equivalente,

lim|r™*| =0

n—0o
Entonces

limr™ =

n—-oo

1.2 Sucesiones mondtonas y acotadas

Hasta ahora hemos determinado la convergencia de una sucesion hallando su limite. Veremos

un método para decidir la convergencia o divergencia sin necesidad de conocer el limite.
Definicion 1.2
Una sucesion {a,} se dice que es

a) Crecientesia, < a,,;, n=>1
b) Decreciente si a, = a,,;, n =1

Si una sucesion es creciente o decreciente, se [lama monotona

Ejemplo 1.2.1

Determinar si la sucesion

es mondtona
. Prof. Humberto F. Valera Castro




Matematicas IV

A Comparemos b,, con b, ,

b = 2n < 2(n+1) B
" 14n 1+Mm+1) "

Comon > 0 podemos multiplicar ambos lados de la desigualdad por(1 +n) y (2 + n) sin

invertir el signo de la desigualdad
2n24+n) <A +n)2n+2)=4n+n><2+4n+2n*>=0<2

Como la desigualdad final es vdlida, podemos invertir los pasos para concluir que la

desigualdad original es también vdlida.

|
Definicion 1.3
Una sucesién {a,,} es acotada si existe un niimero real M tal que |a,,| < M para todo n.
Llamamos a M una cota superior de la sucesion.
14
Ejemplo 1.2.2
Las sucesiones {a,} = {3+ (—1)"}y {b,} = {i—nn} son acotadas, puesto que
2n
3+ (- <4 |—| <2
B+ =4y |7
|
Teorema 1.5
Una sucesién mondtona y acotada es convergente
¢

El teorema asegura que las sucesiones divergentes o son no acotada o no mondtonas.
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Ejemplo 1.2.3

Demuestre que la sucesion

Converge usando el teorema 1.5

A Los primeros términos de esta sucesion son
1 i 9 1 25 9 49
2°7'8'7'32°16°128"

Para n = 3, la sucesion parece ser decreciente (a,, = a, 1), un hecho que estableceremos a

continuacion.
n> (n+1)>2 (n+ 1)?
2—n>W<:>n2 T@2n2>n2+2n+1=)n2—2n>1<=>n(n—2)>1

Es claro que esta ultima desigualdad es cierta para n = 3.

Como la sucesidn es decreciente y estd acotada por abajo por cero, el teorema de la sucesion

mondtona y acotada garantiza la convergencia.

Es facil usar la regla de L "Hopital para mostrar que el limite es cero

Ejemplo 1.2.4

La sucesion

1491 n?
2'3'4"577" 'n+ 177"
es mondétona, pero no acotada, pues
- nz
lim = 00
noon + 1

Por su parte, la sucesion divergente
2,4,2,4,..,. {3+ (—1D"},..

es acotada, pero no mondtona
. Prof. Humberto F. Valera Castro
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Capitulo 2

2. Series infinitas

Definicion 2.1

Si {a,} esuna sucesion, y
n

Sn=a1+a2+a3+---+an=2ak
k=1

Entonces la sucesion {S, } se llama serie infinita (o simplemente serie). Esta serie infinita se

representa por

Zan=a1+a2+a3+---+an+---

n=1
Los ntumeros a,y,a,,as,..,Q,, .. Se denominan términos de la serie. Los numeros

S1,52,83, ..., Sy, ... sellaman sumas parciales de la serie.

¢

Observacion: Para algunas series conviene empezar el indice en n = 0. Representaremos una

serie por ), a,. Asi que el punto inicial del indice (n = 0 o n = 1) se deducird del contexto.

Definicion 2.2.
Si la sucesion de sumas parciales {S,} converge a S, diremos que la serie Y, a, converge.

Llamaremos a S suma de la serie y escribimos
S=a;+a,+az+-+a,+-

Si{S,} diverge, diremos que la serie es divergente.
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Observacion: Una serie no es mds que una sucesion de sumas parciales, de manera que las

siguientes propiedades son consecuencia directa de sus andlogos en sucesiones.
2.2 Serie geométrica

Una serie de la forma

[o0]
Zark‘1 =a+ar+ar’+ar’+--
=1

donde a # 0, es una serie geométrica de razon r.

Ejemplo 2.2.1

Demuestre que una serie geométrica convergey tiene suma

S =

, si|r| <1,
T 7|
Pero diverge si |r| = 1.

A Sea S,=a+ar+ar’+--+ar™t Sir=1, S, =na, lo cual crece sin limite, de modo

que {S, } diverge.
Sir # 1, podemos escribir
S,—rS,=(a+ar+ar*+--+ar* 1) - (S, =ar+ar*+ -+ ar™)
=qa—ar®

Entonces

Si|r| < 1, entonces limr™ = 0y asi

n—oo

. Prof. Humberto F. Valera Castro
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S = rlll_r)zlo S, = g
Si|r| > 1or = —1, lasucesiéon {r"}divergeyy en consecuencia, también lo hace la sucesion
{Sn}-
|
Ejemplo 2.2.2

Calcule la suma de las siguientes series geométricas

S AL
“ 379727781
b. 0,515151... = + °1 + o1 +
S ™ 100  10.000 ' 1.000.000
A
4
a =
a. S= =3 _=2
1-r 4_1
3
51 51
' 1-r 4_ 1 99 99 33
100 100
El procedimiento de la parte (b) sugiere como mostrar que cualquier decimal periédico
representa un nimero racional.
|
Ejemplo 2.2.3

Determine si las siguientes series geométricas convergen o divergen

= 3
azz—n

n=0
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6

® n-1

53w« 3 1 , 1
a. ZZ_"ZZZ"—lzzg(§> dondelarazonr=§ ya=3
n=0 n=1

n=0

Como |r| < 1, la serie convergey

o 3\" 3
b. Z (E) es divergente,ya que la razonr = 3 >1

n=0

Ejemplo 2.2.4

Se suelta una bola desde una altura de 6 metros y empieza a rebotar alcanzando en cada rebote

% de la altura del rebote anterior. Hallar la distancia total que recorrerd esa bola.

A Al tocar suelo la primera vez la bola ha recorrido una distancia D, = 6. En los rebotes

siguientes sea D,, la distancia recorrida subiendo y bajando, es decir,
.= 6(5)+s(3) = 12(3)

27 T \4 4)  T\4

n.=6(3) () +s (3 () = 23)
SRRV AV 4/\4) " \4
0=s(1) D)@+ ()R E) =120
SRR VYAVYAV 4)\4)\4) "7 \4

Continuando ese proceso, tenemos que la distancia vertical total recorrida es

2

3

p-sriz()+12(2) +12(3) +
B 4 4 4

. Prof. Humberto F. Valera Castro
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Ahora bien,
30
6=_6+12=_6+12(Z)'
entonces
3,° 3 32 3\ o !
D=-— 12 (= 12 (= 12 (= 12 (= = — 212(—)
o+12(3) +12(3)+12(3) +12(3) +=-ew ) 12(;
n=1
12 3
=—6+—3=—6+48=42, yaquer ==<1 y a=12
1-2 4
4

|
En muchos casos no es posible obtener una expresion para S,, en términos de n y, por lo tanto

debemos conocer otros métodos para determinar la convergencia o divergencia de la serie.

Teorema 2.1 (criterio del término n-ésimo para divergencia)
[ee)

Si lima, # 0 o lim a, no existe, entonces la serie E a, es divergente
n—-oo n—-oo
n=1

En forma equivalente:

0]

Si la serie Z a, es convergente,entonces lim a, = 0.

n—oo
n=1

Demostracion:
Sea S,, la n-ésima suma parcial y

S=1lims§S,

n—oo

Observe que a,, = S, — S;—1-

Como lim S,,_; = lim §,, = S, se sigue que
n—oo

n—-oo

lima,=IlimS,—1lims§S,_;=5-5=0
n—oo

n—>0oo n—>0oo
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Ejemplo 2.2.5

Demuestre que la serie

n
3n3 + 2n2
n=1
diverge.
A
.’ _ n3 _ 1 1
n%an_n%3n3+2n2 nl—zlo 2 _3

3+H

Asi, por el criterio del n-ésimo término, la serie diverge.

El reciproco del criterio del término n-ésimo es falso. Es decir, si lim a, =0, la serie no

n—-oo

necesariamente es convergente. En otras palabras, es posible tener una serie divergente para la

cual lim a,, = 0. Un ejemplo importante de serie divergente es la serie armonica

n—->oo

Sin duda

lim—=20
n-on

Sin embargo, la serie diverge, como demostraremos a continuacion.
Ejemplo 2.2.6
Demuestre que la serie arménica diverge.

A Mostraremos que S,,, crece si cota.

Sn 1+1+1+1+1+ +1
- 2 3 4 5

. Prof. Humberto F. Valera Castro
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—1+1+C+1) C+1+1+ﬁ (1+ +1)+ i1
2 \3°4/"\5 6 7 8 \9 16 n

1 2 4 8 1 1 1 1 1 1

Sldototot et ldotododod ot

Esclaro que al hacer n suficientemente grande, podemos introducir en la tltima expresion tantos
1 e - 7 - . .
5 como queramos. Asi, S, crece sin limite, de modo que {S,} diverge. Por lo tanto, la serie

arménica diverge.

Ejemplo 2.2.7

Dada la serie

hallar los primeros cuatro términos de la sucesién de sumas parciales {S,}, determinar una

férmula para S,, en términos de n y diga si la serie converge o diverge.
A Como S, = S,_1 +a,

Asi tenemos que los primeros cuatro términos de la sucesion de sumas parciales son:

Si=a ==
1.2 2
1 1 2
52=51+a2=§+§=§
2 1 3
S3=8,+a; = §+ﬁ=z
S4=S?,+a4—§+i=i
4 45 5
Ahora bien,
1 A B

Gy =———=—F—\,
" nn+1) n n+1
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usando fracciones simples, de donde A =1, B = —1
Luego
1 1
T nF1
Asi
_q 1 11 11 1 1 1 1
Ty Ty Ty BTy e T T T I T T T

Ahora bien, S,, puede escribirse en forma telescopica, en la que cada término tras el primero se

cancela con su sucesor.

S—(l 1)+<1 1>+(1 1)+ +< 1 1>+(1 1 )_1 1
no 2 2 3 3 4 n—-1 n n n+1/ n+1

n
Tn+1

Luego la sucesién de sumas parciales para la serie dada es

n
(Sn} = {n + 1}'
Ademas
n
lim =1,
n-ooon + 1

Entonces la serie converge y

[0¢]

PRt

n=1
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Teorema 2.2 (Linealidad de las series convergentes)

[}

NgE

oo (0]
Si Z apy b, convergen y c es una constante, entonces ) ca; y Z(ak + by)
k=1 k=1 k=1 k=1

también convergen y

(00 (00
i) Z ca, =c¢ Z ay
k=1 k=1
(00 [ee] [00)
i) Z(ak +by) = Zak +Zbk
k=1 k=1 k=1
Demostracion:
Por hipétesis
n n
lim a, y lim z by,
n—-oo n—-oo
k=1 k=1
Existen.
Asli,
co n n n 0
i) Z ca; = lim Z cay = limcz ay = climz ay = CZ ay
n—>oo n—>0oo n—-o0o
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
oo} n n n
ll) Z(ak + bk) = lim Z(ak + bk) = lim z ag + Z bk
n—-oo n—-oo
k=1 k=1 k=1 k=1
n n o) [o'e]
= lim ak+lim bk:zak+zbk
n—>oo n—>oo
k=1 k=1 k=1 k=1
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Corolario 2.2
oo [ee)
1. Si Z a, es convergente y la serie z b, es divergente entonces la serie
k=1 k=1
oo

Z(ak + b,) es divergente

k=1

NgE

co
2. Si ambas series ai y Z b, son divergente la serie

k=1 k=1

Z(ak + b,) puede ser o no convergente

k=1
Ejemplo 2.2.8

_ 1 1 2 2 1
1. Si a, = b,, =£,entonces a, + b, = z(an + b,) =ZE= 225

que es divergente.

1 1
1.Sia,=—y b, = —E,entoncesan+bn =y Z(an + by) =ZO

S

que es convergente.
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2.3 Criterios de convergencia para series de términos positivos

En ésta seccidn restringiremos nuestra atencion a las series con términos positivos (o al menos

no negativos)

2.3.1 Criterio de la integral

Si fes una funcion positiva, continua, decreciente para todo x > 1y suponga que a,, = f(n) para

todo entero positivo n. Entonces, la serie

[00)
n=1

converge si sélo si la integral impropia

me(x)dx

converge

Ejemplo 2.3.1.1 (Criterio de la serie p)

Demuestre que la serie-p
o 1
2.
n=1

Convergesip > 1 ydivergesi0 <p <1

A

1
Si p=0,la funcion f(x) = — es continua, positiva y decreciente en [1,0)
X

Consideremos la integral impropia

© 1 b q x1-71° pi-r —1
Sip#1, flx_pd"=§ll§o lx—pdx=gljgo[1_p]1=11m[—]
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o si p<l1

) -1

m Si p>1
oo b
Sip=1, fl ;dx=;i_r)rc}o ) ;dngi_r)go[lnx]ll’=gi_r)£10[lnb]=oo

Luego la serie-p

Convergesip > 1 ydivergesi0 <p <1

Ejemplo 2.3.1.2

Determine si

n=2
Converge o diverge

A

1

Sip = 2,la funcion f(x) = —— es continua, positiva y decreciente en [2,0) .

Ahora bien,

*® 1 b1
J dx = lim ] ——dx = lim [In(Inx)]} = o
, xlnx , xlnx b—oo

b—-oo

Asi,

Z
n=2

diverge
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Como aproximar la suma de una serie

Hasta ahora hemos estado interesados en si una serie converge o diverge. Salvo por unos casos
especiales, tal como la serie geométrica o una serie telescépica, no hemos abordado la pregunta
de a que si converge una serie a qué converge. En general, ésta es una pregunta dificil, pero en
este momento podemos utilizar el método sugerido por el criterio de la integral para aproximar

la suma de una serie.
Si utilizamos la n-ésima suma parcial S,, para aproximar a la suma de la serie

f; = (11 + Clz + Clg + .-

Entonces el error que cometemos es

E,=8—-8S,=ap41 +apyp+ -
Sea f(x) una funcién con las propiedades de que a, = f(n) y f sea positiva, continua y

decreciente en [1, ©); condiciones del teorema de la integral. Con base en estas condiciones

En = ani1 tapyp +-- < f f(x)dx
n

AY
y=f)
An+1 (An+2
n n+l n+2 n+3 n+4 T X

Podemos utilizar este resultado para determinar una cota superior del error implicado al
utilizar los primeros n términos para aproximar la suma S de la serie, y podemos utilizarla para

determinar qué tan grande debe ser n para aproximar a S con una precision deseada.
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Ejemplo 2.3.1.3

Determine una cota superior para el error al utilizar la suma de los primeros 20 términos para

aproximar la suma de la serie convergente

= 1
S =zn3/2
n=1

1 ./ o : :
A Sea f(x) = —7z una funcién que es positiva, continua y decreciente en [1, o)

El error satisface

Eyo = z L <joo—1 dx = lim [~2x-1/2]" = 2 ~ 044721
20 — 3/2 3/2 = Sl 20 7 ~ U
k=20+1k 20 ¥ g 20

Incluso con 29 términos el error es un tanto grande

|
Ejemplo 2.3.1.4
¢/ Qué tan grande debe ser n, de modo que la suma parcial S,, se aproxime a la suma de la serie
del ejemplo anterior con error no mayor que 0,005?
A Elerror satisface
o1 ® 1 b 2
E, = z <f dx = lim[—2x"12| = —
i k=n+1 k3/2 n x3/2 b_’oo[ ]n \/ﬁ
Asi, para garantizar que el error sea menor que 0,005, necesitamos tener
2 < 0,005 Vn > ’ >( - )2 4002 = 160.000
— ) = = = = .
N "~ 0005 "7 \0,005
|
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2.3.2 Criterio de comparacion directa

Sean 0 < a,, < b,, paratodan > N

co
I. Si Z b, converge, entonces a, converge

n=1

[00]

II. Si Z a, diverge,entonces

n=1

b, diverge

M i

1

S
I

Ejemplo 2.3.2.1

Determine la convergencia o divergencia de las siguientes series

Ly
' 2 +3n
n=1
=1
53
n=12+«/ﬁ
A

1. La serie dada tiene cierto parecido a

serie geométrica convergente

Comparando término a término, resulta que

1 1
a, = <—=b, n=1
2+3" 3"

Luego por el criterio de comparacion directa la serie es convergente.

2. Esta serie es muy parecida a la serie-p divergente (p < 1)

Matematicas IV
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Comparando término a término vemos

< >]
_’ n
1+\/n n

que no cumple los requisitos de divergencia. (Recordemos que si una serie es término a
término menor que una divergente, el criterio de comparacion directa no concluye nada).
Pese a todo, esperando que la serie sea divergente, la comparamos con la serie armdnica

divergente

S|

n=1
Se demuestra que 2 +Vn <nsin >4

Luego, tenemos que

1 —
1+vn

1
an=as b, n=4

y por el criterio de comparacion directa, la serie diverge.

|
2.3.3 Criterio de comparacion en el limite
. 7 . e, . aTl
Sea Z a, y Z b, series de términos positivos,y lim 5= L. Entonces
n—oo
n=1 n=1 n
1. Si L > 0, entonces ambas series convergen o divergen
2.5iL=0y Z b, converge, entonces Z a, converge
n=1 n=1
3.SiL=cy Z b, diverge,entonces Z a, diverge
n=1 n=1
¢
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Ejemplo 2.3.3.1

Determine si las series dada convergen o divergen

0]

Z 4n —1
n? + 2/n
n=1
) n2"+5
' 4n3 + 3n
n=1
Y
' 2n+lInn
n=1
A
1. Sea
4n —1
a = —-——
" n24+2vn

para construir b,, tomemos los términos de potencia mdxima tanto en el numerador, como

en el denominador de a,, es decir,

vnoo1

b = ——= —
nT o2 n3/2

Comparemos la serie dada con la serie-p convergente

n=1
Puesto que
4n —1
a nZ + 2n 4n? — n3/?
L=lim—= limﬂz im——=—=4>0
n—oo bn n—oo 1 n-ow n2 4 Zﬁ
n3/2

Entonces la serie dada converge
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2. Comparemos la serie dada con

n
serie divergente, ya que lim — # 0 (criterio del término n — ésimo)
n-oon

Ahora bien,

M 22n 5 2 1_|_ 5

e @ 4An3+43n _ . NTATFonT n2"
L=limy = m =" ‘5%4n32n+3n2n_£%4 3
nZ iy

Por lo tanto la serie es divergente, ya que L > 0

3. Comparando con la serie arménica divergente

[0¢]

1
e
n=1
Tenemos que
! 1
S 1 T n
L=Ilim—= llmMZ lim—=—
n-o Py, n—oo 1 n-o 2N + lTlTl 2
n

Luego la serie diverge, ya que L > 0

N
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2.3.4 Criterio del cociente

o]

. ’ . fy . An+1
Sea a, una serie de términos positivos y supongamos que lim =1L
n—oo an

n=1

I SiL < 1, la serie es convergente.
II. SiL > 1, la serie diverge.

Ill. SiL =1, no se puede concluir nada

¢

Ejemplo 2.3.4.1

Determine si la serie
271.
n!

n=1
es convergente.
A Usando el criterio del cociente, tenemos que
2n+1
C Opyr . (D! 2Mnl _ 2
L=1Ilim = lim —5;—— = lim ———— = lim =0<1
n-oo noeo 2" n-w2®(n+ 1) n-ow(n+1)
n!
Por lo tanto la serie converge
|
Ejemplo 2.3.4.2
Determine la convergencia de la serie
21’1.
n20
n=1
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2n+1
@y (D2 2Mn?0 no\20
L= lim =t = lim o — = lim ey = im 2 (o) =2>1
720
Concluimos que la serie dada diverge.
Ejemplo 2.3.4.3
Determine si la serie
2.
n=1
Convergen o diverge.
A
Gy (DI no\"
L= rlzllgo a, rlzl—mo (n+ 1)n+inl ill?o (n + 1)
Ahora bien,
om4+n" 1\"
llm< ) =llm<1+—> =e
n—-oo n n—-oo n
Luego,
tim (——)" = i L om—L 1oy
nl—?olo n+1 _nggo(n+1)n_nll?o(1+1)n
n n

Por lo tanto, la serie dada converge.
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Resumen

Para verificar la convergencia o divergencia de una serie ), a,, con términos positivos, observe

con cuidado a,,.

1. Si lim a,, # 0, concluya del criterio del término n-ésimo que la serie diverge.
n—-oo

2. Sia, incluye n!,r™ o n", trate de usar el criterio del cociente.

3. Sia,, incluye sélo potencias constantes de n, trate de usar el criterio de comparacion del limite.
En particular, si a, es una expresion racional en n, use este criterio con b,, como el cociente
de los términos principales del numerador y el denominador.

4. Silos criterios anteriores no funcionan, trate con el criterio de comparacién directa, el criterio
de la integral.

5. Algunas series exigen un manejo inteligente o un truco para determinar su convergencia o

divergencia.
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2.4 Series alternas

Tras estudiar las series de términos positivos, consideramos en ésta seccion las series que
contienen términos positivos y negativos. Las mds sencillas son las series alternas, cuyos

términos alternan en signo.
Definicion 2.4.1

Sia, > 0 para todo entero positivo n, entonces la serie

Z(—l)”“an =a,—a,+az—a, +-+ (1" a, + -
n=1

y

Z(—l)”an =—a;+a,—az+a,+-+(1"a, + -

n=1

Se llana series alternas o alternadas.

¢
2.4.1 Criterio de series alternas
Sea
[ee)
Z(_l)n+1an
n=1
Una serie alterna con a, > a,,, para todo n (a,, decreciente).
Si lim a,, = 0,entoces la serie alterna converge.
n—oo
¢
Ejemplo 2.4.1

Probar que la serie

2
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es convergente

A Veamos si a, es decreciente

ap =—> = Qn+1

n n+1

para todo entero positivo, ademds

Iim—=20
n-on

Entonces la serie alterna converge.

Ejemplo 2.4.2

Determinar si son o no convergente las series

1 c (=1)™n
' In2n
n=1
3n+ 2
2. Z 1 n+1( )
om (S
A
1. Calculemos
x_l_ 1—l' B o L Homital
xowln2x 2% 1 Jamn x = oo, (usando opital)
X
Entonces
lima, #0
n—>0oo

Por lo tanto no podemos aplicar el criterio de series alternas, pero por el criterio del
término n-ésimo la serie diverge.

2. Tenemos que
3n+2

n-o 4n? — 3
Veamos si a,, es decreciente

Sea
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3x+ 2
Entonces
, —12x%> —16x +9 5
fx)= x% _3)? <0, ya que — 12x% — 16x — 9 < 0,Vx € R,

luego f es decreciente para todo x real. En consecuencia

_ 3In+2

=z =3

es decreciente.

Por lo tanto la serie dada es convergente.

2.5 Convergencia absoluta y condicional

Una serie puede tener términos positivos y negativos sin ser alterna, como ocurre con

e}

zsenn_sen1+sen2+sen3
nz 1 4 9

n=1

Un modo de obtener informacion sobre su convergencia es investigar la de la serie

(e}
Z |sen n|
nZ

n=1

Por comparacién directa, tenemos |senn| < 1 para todo n, asi que

senn 1
| |s—, n=1

n2 n2

Luego, por el criterio de comparacion directa, la serie

(0e]
Z |sen n|
nZ

n=1
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converge. Pero la cuestion es: ;converge la serie original o no?

|
Definicion 2.5.1
Se dice que la serie
oo (00]
Se dice que la serie Z a, converge absolutamente si la serie Z |a,| converge.
n=1 n=1
¢

Una serie que es convergente, pero no absolutamente, se dice que es condicionalmente

convergente.

Teorema 2.5.1

oo oo

Si la serie Z la,| converge, entonces la serie Z a, tambien converge

n=1 n=1

Es decir Convergencia absoluta implica convergencia.

El inverso del teorema 2.8.1 no es cierto. Por ejemplo, la serie arménica alterna

o ()"
>

converge, por el criterio de series alternas. Sin embargo, la serie arménica diverge.
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Ejemplo 2.5.1

Determinar si son convergentes las siguientes series y en caso afirmativo si lo hacen

absolutamente o condicionalmente.

n(n+1)
L Z
="
—~ In(n+1)

A

1. Observe que

e n(n+1)

Z(—l)—z _ 11,11 1
. 3n 3 9 27 81 243
n:

luego no es alterna. Sin embargo, nétese que

0 n(n+1) 0

>
3n

n=1 n=1

. £, h 1 , .
es una serie geometrica convergente, ya que larazénr = g < 1. En consecuencia, la serie

dada converge absolutamente, entonces por el teorema 2.8.1 es convergente.

(=" 1 1 1
—_— e ——— 4
1ln(n +1) In2 In3 In4
n=

- serie alterna.

Por el criterio de series alternas converge, ya que a,, es decreciente, ademds

lima, =0.
n—oo
Sin embargo, la serie
i s i 1
n(n+1) In(n+1)
n=1 n=1
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Es divergente, puesto que compardndola con la serie arménica tenemos que

1
. Inn+1) . n _
rlzl—?-}o 1 _il—moln(n+1) -
n

Por lo tanto, la serie dada converge condicionalmente.

[ |
2.5.2 Criterio del cociente absoluto
. , . . an+1
Sea z a, una serie de términos no nulos y supongamos que lim =1L
= n an,
I SiL < 1, la serie es absolutamente convergente.
Il. SiL > 1, la serie diverge.
III. SiL =1, no se puede concluir nada
¢

Ejemplo 2.5.2.1

Determine la convergencia de la serie

i (—D)™/n

n+1

n=1

(—D)™ Y+ T

a nn+1 n n+1
lim|nJr1 = lim n+l =lim—=lim( ) =1
n-o | a, n—-oo (_1)71\/5 n—-oo (Tl + 1)& noco \n + 1 n

n

No se sabe nada. Usemos el criterio de series alternas.

Para probar que a,, es decreciente, tomemos
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) = Vx
1) = x+1
Entonces

f(x) 1-x <0 > 1

x) =——<0, ara x :
Va(x + 1)2 P
Luego f es decreciente, ademds
lim = lim ——= = 0 (usando L'Hopital)

Por lo tanto, la serie es convergente.

2.5.3 Criterio de la raiz

e}

Sea z a, una serie de términos no nulos y supongamos que lim \/|a,| =L
n—oo

n=1

I Sil < 1, la serie es absolutamente convergente.
Il.  SiL > 1, la serie diverge.

Ill. SiL =1, no se puede concluir nada

Ejemplo 2.5.3.1

Determine si la serie

converge o diverge.

A Yaque
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nlle2n e2n/3 2
. n . . .
lim V/\a,| = lim ||—|= lim =lim—=0<1
n—oo n—oo n—oo nn/n n-oo N
el criterio de la raiz asegura su convergencia.
|
Ejemplo 2.5.3.2
Determine si la serie
[ee]
n3
an
n=1
converge o diverge
A En primer lugar, tenemos
n|n3 n3m 1
. n _ . _ . _ . 3/Tl
lim y/|a,| = lim | = lim =—=limn
n—oo n—-oo 33 n—oo 3 3 n—-oo

Este Iimite es indeterminado de la forma «°, aplicamos la regla de L Hopital:

X—00

y=Ilimx¥* =Iny= ln(lim x3/x)
X—00 X—00
Entonces,

lim x3/* = 1

X—00
Por lo tanto,

1 1
§1l1i—7>£lon3/n=§<1

Y el criterio asegura la convergencia de la serie.

= lim(lnx3/x) = lim

3
= lim—
x—oo X

0

X—>00

5
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Criterio Serie Converge Diverge
n-ésimo > lima, #0
5
n
nx*l
Series geométricas * Silrl<1, §=-—|Silr| <1
Z a, .r.n—l 1-r
nx1
Series telescépicas | < lima, =0
Z(an - an+1) e
nxl
Series-p =1 p>1 0<p<1
np
nx1l
Series alternas > 0<ap1<a,y
Z(_l)nan i
vl lim a, =0
De la integral > ® ®
Z a, f f(x)dx f f(x)dx
- ", n 1 1
f continua, positiva —
converge diverge

y decreciente

Comparacion
directa

0O<a,<b,y Db,
n=1

0<b, <a,y Db,
n=1

converge diverge
Comparacion en el >
limite Z an - -
a n1 LZOyan LZOyan
lim—=1L nx1 nx1
oo b
converge diverge
Cociente > L<1 L>1
a z n
lim n+l =1 nx1
n—oo a’TL
Raiz = L<1 L>1

. n _
i Vlanl =L
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2.6 Series de potencias

Una serie de potencias en (x — c) es una serie de la forma

o]

Z a,(x—c)"=ay+a;(x—c) +a,(x—c)*+ - +a,(x—c)" + -

n=0

Cuando c = 0 la serie se convierte en una serie de potencias en x, la cual es

oo
n _— 2 n
Zanx =ayt+ax +ax"+--+apx” + -

n=0

Observe que (x — ¢)° = 1, aun cuando x = c, por conveniencia.

Como una serie de potencias tiene términos variables, puede verse como una funcién de x,

0]

FG) =) aylc=o)"

n=0

Cuyo dominio es el conjunto de x para el cual la serie converge.
¢

Los tres ejemplos que siguen, muestran como usar el criterio del cociente para determinar los

valores de x para los cuales la serie de potencias converge.
Ejemplo 2.6.1

Determine los valores de x para los cuales la serie de potencias

(ee] xn
z (n+1)2n
n=0

es convergente.

A Usando el criterio del cociente tenemos:

K1
. |Un+a .| (m+2)2ntt oty x|
lim |—| = lim |-————| = lim |—| = —
n-o | U, n—-oo X n-o (21 \n + 2 2
(n+1)2n
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. . [x| .
Por lo tanto, la serie de potencias es absolutamente convergente cuando - < 1, es decir, cuando

|x| < 2 ydiverge cuando |x| > 2.
Cuando x = 2 o x = —2, falla el criterio.
Sin embargo, cuando x = 2, la serie de potencias dada se convierte en la serie arménica

i 1
n+1’

n=0

que es divergente; y cuando x = —2, es la serie alterna arménica

i(—l)“
n+1"’
n=0

que es convergente.
Concluimos que la serie de potencias dada es:

Convergente si —2 < x < 2, absolutamente convergente si —2 < x < 2, condicionalmente

convergente six = —2 ydivergesi x > 20 x < —2.
|
Ejemplo 2.6.2
Determine los valores de x para los cuales la serie de potencias
co xn
2.
n=0
es convergente.
A
xn+1
v . n+ 1)! , x"tn! , x
llmn—+1=llm¥=llm—=llm =0<1
n-oo | U, nooo | X" noo [x"(n+ 1)!| noon+1
n!
Concluimos que la serie de potencias dada es absolutamente convergente para todo x real.
|
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Ejemplo 2.6.3

Determine los valores de x para los cuales la serie de potencias

(00
Zn!x"

n=0
es convergente.
A
u (n + 1! x™*1 0 si x=0
lim |22 = lim =lim(n+ 1)|x| =
neel Un e nlx® e o si x#0

Concluimos que la serie de potencias dada converge solo para x = 0.

En cada uno de nuestros ejemplos, el conjunto de convergencia fue un intervalo (degenerado en
el ultimo ejemplo). Este serd siempre el caso. Por ejemplo, es imposible que una serie de potencias

tenga un conjunto de convergencia que consista en dos partes desconectadas (como [0,1] U

[3,41)

Teorema 2.6.1

(0]

Sea Z a,x™ una serie de potencias.

n=0

Entonces, se cumple exactamente una de las siguientes condiciones:

1. La serie converge sélo cuando x = 0
2. La serie es absolutamente convergente para todos los valores de x.

3. Existe R > 0 tal que la serie converge para |x| < R y diverge para |x| > R
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(o8] (o]

Si enlugar de la serie Z a,x™ tenemos Z a,(x —c)",en el teorema 2.6.1

n=0 n=0

las condiciones (1)., (3). se convierten en

1. La serie converge cuando x = c.

3. Existe R > 0 tal que la serie converge para |x — c| < R y diverge para |x — c| > R.

El conjunto de x para los cuales una serie converge se llama intervalo de convergencia de la

serie de potencias. El niimero R se llama radio de convergencia (R = lim uu” )
n—oo n+1
¢
Ejemplo 2.6.4
Determine el intervalo de convergencia de la serie
z n(x —2)"
nx1
A
u n+ 1)(x —2)n*? n
lim |2 = ( ) ) = |x — 2| lim—— = |x — 2|
n—oo u?’l n—oo n' (x — 2)71 n—oo n

Entonces la serie converge absolutamente si |x — 2| < 1, esdecir 1 < x < 3.
Analicemos que pasa en los extremos del intervalo

Cuando x = 1, la serie se transforma en

i(—l)"n,

la cual es divergente, ya que lim n+0
n—o

Cuando x = 3, la serie es
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la cual también diverge.

Asi, la serie dada tiene como dominio el intervalo (1,3).

2.7 Derivacion e integracion de series de potencias

Sabemos que el intervalo de convergencia de una serie de potencias es el dominio de una funcion
f(x), la suma de la serie. La pregunta mds obvia con respecto a f (x) es la de si se puede dar una

férmula simple para ella. Lo hemos hecho para una, la serie geométrica.

e}

a
z:ax"=1 oy -1<x<1

n=0

Una mejor pregunta que se puede hacer ahora es si hay algo que decir con respecto a las
propiedades de f(x). Por ejemplo ;es diferenciable? ;es integrable? La respuesta a ambas

preguntas es afirmativa.
Teorema 2.7.1

Si la funcidn dada por

flx) = z a,(x—c)"=ay+a,(x—c)+a,(x—c)2+-+a,(x—c)"+ -
n=0
Tiene radio de convergencia R > 0, es continua en el intervalo (c — R,c + R), derivable e
integrable. Entonces, la derivada y la integral de f viene dada por
1. f'(x) = Z na,(x — c)"?
n=0

(o]

2 L Cr(©)de = > o

n=0

El radio de convergencia de la serie obtenida por derivacion o integracion es el mismo que el de
la serie original.

¢
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Ejemplo 2.7.1

Determine el intervalo de convergencia de

f(X),f’(x)yff(t)dt, dondef(x):Z%
0

nx1

A Para f(x)
li |” =i | i = el < 1
im = _ x| lim —— = |x
n-oo | U, n-oo |x"(n + 1) n-oon + 1
Cuando x = —1 tenemos la serie alterna armonica
[0/0)
> &
, convergente.
n=0

Cuando x = 1, la serie armonica

(o]

1
—,div te.
zn ivergente

n=0

Asi el intervalo de convergencia de f(x) es [—1,1).

Por el teorema 2.12.1 sabemos que cada serie de éstas tiene radio de convergencia R = 1.

Considerando el intervalo (—1,1) se tiene:

[00) n—l [0 0]
nx
n
n*x1l n*xl

Cuyo intervalo de convergencia es (—1,1), ya que diverge para x = +1.

ff(t)dt—Zf —dt = n();n—rl)

nx*1

Cuyo intervalo de convergencia es [—1,1], ya que para x = —1, la serie es

ad (_1)n+1
- nn+1)’

que converge absolutamente y parax = 1, la serie es
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oo}

nx1l
que también converge.

Asi, el intervalo de convergencia de la integral es[—1,1]

|
Ejemplo 2.7.2
Obtenga una representacion de series de potencias de
1
(1—x)?
A Sabemos que
1 [ee]
T =Zx” =14+x+x3+-+x"+ |x|<1
x n=0
Derivando ambos miembros, obtenemos
1 co
— = Enx"‘1 =1+2x+3x*++nx"14+ |x|<1
(1 —-x)?
n=1
|
Ejemplo 2.7.3
Pruebe que
ot n
x— )
e* = z . ,para todo x

n=0

A Yavimos que la serie

[M1s
2| %

n=0

es absolutamente convergente para todo x. Por lo tanto, si f (x) es la funcién definida por

fm=i§
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tiene dominio(—oo, ). Luego para todos los valores de x tenemos que

0]
n

) S x
FG =) 5= ) = F®
n=1

n=0

Entonces vemos que f(x) = f’(x) para todo x real, es decir, f (x) = e*.

Ejemplo 2.7.4

Encuentre una representacion en serie de potencias de
X
_$+2
j e tdt
0

o]

X

A Sabemos que
n

n!
n=0

para todo x real, entonces sustituyendo x por —x2, tenemos que

o had (_1)nx2n
e ¥ = Z — ,para todo x real.

n=0

Luego integrando obtenemos

X 2 ot X (_1)nt2n hod (_1)nx2n+1
et dt= E —'dt = ——>———; bara todo x real.
0 i, n! Lin! (2n + 1)!

Ejemplo 2.7.5
Encuentre una representacion en serie de potencias de para arctan x.

A

Recuerde que

X

dt

arctan x =
fo 1+t?

Sabemos que,
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o]

1
N szx"=1+x+x2+---+x"+--- x| <1

n=0

Reemplazando x por —t?, obtenemos

= Z(—l)"tzn =1—x?+x*—x0+ -+ (-1 +
n=0

Por lo tanto,

)n 2n+1

sdt = j( Dt*de = Z( P

arctan x = j

Ejemplo 2.7.6
Encuentre una representacion en serie de potencias de para In(1 + x).

A Sabemos que

1
=Zx”=1+x+x2+---+x"+--- x| <1

n=0

Al integrar término a término se obtiene

n+1 x2 x3 n+1

lt] <1

x| < 1

—dt—th”dt— oty +
f n+1 =X 2 3 n+1

Esto es,

n+1

x x? x
—ln(l—x)=Zn+1=x+7+—...+—+--- lx] <1

n=0
Si reemplazamos x por -x en la tltima y multiplicamos por -1, obtenemos
had —1 nxn+1 xZ X3 —1 nxn+1
In(1+ x) :ZL:x——+—...+L+---

n+1 2 3 n+1

n=0

x| <1
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2.8 Serie de Taylor

En la seccion anterior obtuvimos series de potencias para varias funciones usando series
geométricas junto con derivadas o integracion término a término. En esta seccidon
desarrollaremos un procedimiento general para hallar series de potencias para una funcién con

derivadas de todo orden.

Si f viene representada por una serie de potencias

fx) = Z A X" = ag + a;x + ayx? + -+ ax™ + - R )|

n=0
Cuyo radio de convergencia es R > 0, de lo antes visto sabemos que f tiene derivada de todos los

ordenes en (- R, R).

f(x) =a, +2a,x + 3azx?* + -+ na,x™ 1 + - RUUTRISRIRR ¢7))
f7(x) =2a, + 2.3a3x + 3.4a,x* + -+ n(n— Da,x" 2+ ... (3)
f(x)=23a; +234a,x++nn—1D)n—-2)ax" 3+ ... (4)

Si hacemos x = 0 en (1), (2), (3), (4) obtenemos

f(0) =a,q
f0)=a
f7(0) =2a,=a, = #
f(0) =23a; = az = %
En general,
f(”)(O)
= n!

para todo entero positivo n
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Esta féormula es vdlida cuando n = 0, si consideramos que f°(0) = f(0) =1 y 0'=1 Asi
podemos escribir la serie de potencias de f en x como

ora ™)
f(x)—zf () f(O)-I-f(O)-I—f() -|_..._|_f n!(o)xn

nx*1

Mads general, si consideramos la serie de potencias de fen (x — a) tenemos que

i F® (@) (x — ) f ( )
n!

(n)
= f@+F @+ )

(x—a)>+ -+ (x—a)™+

nx1l

Esta serie se llama serie de Taylor de f en c. Cuando ¢ = 0 se llama Serie de Maclaurin.

2.8.1 Convergencia de la serie de Taylor

Dada una funcion f, ;podemos representarla por medio de una serie de potencias en (x — a) (que

debe ser, necesariamente, la serie de Taylor)?
Teorema 2.8.1

Sea funa funcion con derivadas de todos los érdenes en algun intervalo (a —r,a +71). La

serie de Taylor

(x—a)*+ -

* F _ \n
zf (a)sc 2 _f()+f()+u( a)? 4 -+

FP@
nx1l n

Representa a la funcién fen el intervalo (a —r,a + r) siy sélo si

. YO — )™t
Lim Ry (x) = lim (n+ 1)! =0

donde c es algtin puntoen (a —r,a + 1)
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Ejemplo 2.8.1

Determine la serie de Maclaurin de f (x) = sen x y demuestre que representa a sen x para todo

X.

A
f(x) =senx = f(0) =0

f(x)=cosx=f(0) =1
f(x) =—senx= f7"(0) =0
F7(x) = —cos x = f°(0) = —1
f(x) = senx = f¥(0) = 0
Fo(x) = cos x = f(0) = 1

El esquema se repite tras la tercera derivada, luego la serie de potencias es

(n) (n)o

f(")—zf D= @+ @+ 4 LW
x3 x5 x7 00( 1)y 2n+l
Senx—x—§+§—?+— (2n+1)'

n=0

Y serd vdlida para todo x, siempre que podamos demostrar que

B f(n+1)(c)xn+1 _
Lim Ry (x) = lim —r—==5— =0
Ahora bien,
|F ™D ()| = Icos x| o |[f™D(x)| = |sen x|

por lo tanto,
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| |n+1

0<R, (X)_m

n n

X X
Pero, lim — = = 0 para todo x,ya que — es el n — ésimo término de una serie
n-co 1! n!

convergente. Entonces lim R,,(x) =0
n—-0o

Ejemplo 2.8.2

Determine la serie de Maclaurin de f(x) = cosh x de dos maneras distintas y demuestre que

representa a cosh x para todo x.
A Método 1. Este es el método directo
f(x) =coshx = f(0) =1
f'(x) =senhx = f'(0) =0
f"(x) =coshx= f7(0) =1
f(x) =senhx = f"(0) =0
Por lo tanto,

2 x4—

hx=1+—+ + + - OOE ad
COSX = 2 F o T4 = L. onl
n:

siempre que podamos demostrar que lim R, (x) = 0 para todo x.
n—-oo

Sea B un nimero cualquiera tal que |x| < B. Entonces

—-X —-X

e*+e
2

e
2

< B

lcosh x| < e+ <e +e
coshx| < < —= <—+—=e
2 2 2

Mediante un razonamiento andlogo, |senh x| < e®.
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Ya que f ™V (x) = coshx o f@*V(x) = senh x, concluimos que

f(n+1) (C)xn+1
(n+ 1)!

eB|x|n+1

“ (n+ 1)

IR, ()| =

La ultima expresion tiende a cero cuando n — oo,

Método 2. Utilizando el hecho de que

L _ette™
coshx = >

Sabemos que

—— 2 43 4
X — [ — N - [
e _Z LR TR TR

n=0
. (_1)nxn_ 2 x3 x4
eF=) o =lmxbg gty

n=0

Ahora bien, sumando estas dos series y dividiendo por 2 se obtiene

eX 4+ e % XZ x4 i xZn
coshx=——1+—+—+—+ z_
2 20 4! 2n!

n=0
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Parte Il

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
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Capitulo 3

3. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

En cursos anteriores nos hemos encontrado frecuentemente con la palabra ecuacién la cual

utilizamos en muy variadas ocasiones, por ejemplo:

1. Lasecuaciones: x> —3x+2=0,x3—-1=0,...
2. Las ecuaciones Sen x = 0,tanx = cos x,secx = e*

En estos casos se trata de hallar que son las incégnitas de las ecuaciones.

Existen numerosos problemas de la Matemadtica, la Fisica, la Ingenieria, que conducen a plantear
ecuaciones pero donde ahora las incégnitas ya no son nimeros sino objetos matemadticos:

matrices, funciones, aplicaciones lineales.

Entre estas ecuaciones se encuentran las denominadas ecuaciones diferenciales en las cuales
la (s) incégnita (s) que se presentan son funciones, y se llaman diferenciales puesto que en dichas

ecuaciones figuran las derivadas de las funciones incdgnitas.

El ejemplo mds sencillo de ecuacion diferencial se encuentra en la determinacion de primitivas
de una funcion f, lo cual simplemente viene dado por el Primer teorema fundamental del Calculo

y que permite relacionar la derivacion con la integracién:

Si fes una funcién continua [a, b], entonces la funcién F definida por:

F(x) =f f()dt

es derivable y F'(x) = f(x) para todo x € (a,b).
Asi, dada f; la funcién y = F (x) satisface la ecuacién Z—z = f queesel ejemplo, de los mds simples,

de ecuacion diferencial de orden uno, donde la funcién incégnita F figura a través de su

derivada.
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Nuestro objetivo en este curso es estudiar algunos tipos de ecuaciones diferenciales para los
cuales existen procedimientos candnicos de resoluciéon. Debemos sefialar que ésta es una de las
ramas de la Matemdtica que mds profundamente se ha estudiado desde unos 300 anos, siendo
la Mecdnica Celeste la primera drea donde se aplicé intensamente la teoria de las ecuaciones

diferenciales.

3.1 Nociones basicas acerca de las ecuaciones diferenciales

Comencemos con dos ejemplos que conducirdn a plantear una ecuacion diferencial y asi éstos

motivardn algunas definiciones que luego daremos.
3.1.1 Ley de Newton sobre enfriamiento de un cuerpo

De acuerdo con la ley de Newton sobre enfriamiento o calentamiento de un cuerpo, la
rapidez a la que cambia la temperatura de un cuerpo es proporcional a la diferencia entre la

temperatura del cuerpo y la temperatura del medio ambiente.

Sea T = T(t) la temperatura del cuerpo en un tiempo cualquiera t. La velocidad de enfriamiento

del cuerpo, es decir, la tasa instantdnea de cambio de temperatura es dada por la derivada.

dT
dt
Luego si denotamos por A la temperatura del aire que rodea al cuerpo, entonces el enunciado

del problema nos dice que

ar jonal aT — A, es deci ar _ (T - 4)
dt es prorcionat a ,es aecir, dt =cC
dT
—=c(T—4) ... .........(1
—=c(T—4) &

donde c es la constante de proporcionalidad. Siendo T — A > 0 (la temperatura del cuerpo

mayor que la del aire que lo rodea), entonces, como la temperatura T (t) decrece a medida que

. Prof. Humberto F. Valera Castro



Matematicas IV

transcurre el tiempo, ya que el cuerpo se estd enfriando, se tiene que c < 0, y por esto,

frecuentemente, se escribe la ecuacion (1) como:

dT

— =T =4 i (2)

El problema consiste en hallar una tal funcién T (t) que satisfaga (2) y ademads los otros datos
del problema.

3.1.2 Desplazamiento de un resorte

Consideremos un resorte que resiste la comprension tanto como la extension y que cuelga o estd

sujeto en un extremo a un soportey en el otro extremo se tiene un cuerpo de masa m

Posiciéon de equilibrio w — kS =O\

Si se tira del cuerpo desplazdndolo una cierta distancia “hacia abajo” y después se le suelta, este
adquirird un movimiento el cual suponemos se realiza solamente en la direccion vertical y
queremos determinar este movimiento en funcion del tiempo t. Elijamos como direccion positiva

del desplazamiento la direccién “hacia abajo”. Veamos todas las fuerzas que actuan sobre el

cuerpo durante el movimiento.
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Tenemos la fuerza de gravedad (peso del cuerpo) dada w = mg, donde m es la masa del cuerpo

y g la aceleracién de gravedad.

De acuerdo con la ley de Hooke, la fuerza restauradora F; que el resorte ejerce sobre la masa es
proporcional a la distancia a la que el resorte se ha estirado o comprimido. Puesto que ésta es

igual al desplazamiento de la masa m de su posicion de equilibrio, se deduce que

Fy=—k(S +y(®)
La constante positiva de proporcionalidad k se llama la constante de resorte.
Aplicando la 2da. Ley de Newton,
F=ma=my " =w-—kS —ky

Comow — kS = 0, obtenemos la ecuacion diferencial lineal de segundo orden

Es decir,

k
v 2 d d — -~
y w*?y, donde w —

que gobierna el movimiento vertical libre de un cuerpo.

En el ejemplo anterior se ha despreciado la fuerza de resistencia del medio F,, y por ello se le
llamo movimiento libre. Experimentalmente se ha comprobado que, si la velocidad de la masa

, ¥ su direccion es tal que se opone al

: . d
no es muy grande, F,, es proporcional a la velocidad |d—z
- - - 7 ] 7 d
movimiento. Si el cuerpo estd bajando, y(t) estd aumentando, por lo tanto d—z >0 y como E,

actua hacia arriba, resulta

dy
Fm:—c§, c>0

: . . e d , .
Si el cuerpo estd subiendo, y(t) estd disminuyendo, por lo tanto é < 0 y como F,, actua hacia
abajo resulta

Eo- ( dy)_ dy
m = ¢ dx) Cdx
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O sea que en cualquier caso F,, = —cZ—i con ¢ > 0. Luego la ecuacién diferencial que rige el
movimiento vertical amortiguado del cuerpo es
my” = —ky —cy’
Es decir,
my” " +cy +ky=0
EDO lineal de segundo orden.
¢
En esos dos ejemplos observamos que se trata de resolver una ecuacién donde la incégnita es
una funcion de una, o mds variables independientes, y que en dicha ecuacion aparecen derivadas
de la funcion. Tales ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones diferenciales ordinarias o

ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, o simplemente, a las primeras se les llama

ecuaciones diferencial y a las segundas ecuaciones en derivadas parciales.

Definicion 3.1

Una ecuacion diferencial es una ecuacién en la que interviene una funcion desconocidas y una
o mds de sus derivadas. Si la funcién tiene solamente una variable independiente, la ecuacion se
denomina ecuacion diferencial ordinaria. Si la funcion depende de dos o mds variable, las
derivadas serdn parciales, denomindndose la ecuacién en este caso ecuacion diferencial en

derivadas parciales.

Ademas de por el tipo (ordinaria o parcial), las ecuaciones diferenciales se clasifican por el

orden.
El orden de una ecuacion diferencial es el de la derivada mds alta que aparece en la ecuacion.

Ambais clasificaciones (tipo y orden) resultan utiles para decidir que procedimiento utilizar para

resolver una ecuacion diferencial dada.
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Ecuacion Tipo Orden
dy Ordinaria 1
— =90
dx
vy =Inx Ordinaria 3
(¥)2-3y=0 Ordinaria 1
Uy T Uyy =0 Parcial 2

Un problema matemdtico tipico de una situacion aplicada serdn los problemas de valores
iniciales, consistentes en una ecuacion diferencial de la forma antes citada junto con una

condicion inicial y(x,) = y,.

Resolver el problema de valor inicial

d
d_i: — f(x, y)’ y(xo) = YO e een ennan (4)

Significa encontrar una funcién diferenciable y(x) que satisfaga ambas condiciones de la

ecuacion.

Definicion 3.2
Una funcién y = f(x) es solucién de una ecuacién diferencial si al ser sustituida, junto con sus

derivadas, en la ecuacion, la convierte en una identidad.

Ejemplo 3.1.1

—2x —2x

Derivando y sustituyendo veriamos que y = e~ “*,y = 3e son soluciones de la ecuacion

diferencial

y+2y=0
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Definicion 3.3
Si la solucion de la ecuacion diferencial es una funcion y = f(x,c) que depende de alguna

constante arbitraria C (familia uno-paramétrica) entonces la solucién se llama solucion

general

Ejemplo 3.1.2

—2Xx

La funcién y = Ce™“*, siendo C una constante cualquiera, es la solucion general de la ecuacion

y+2y=0
Definicion 3.4
Si en la solucidn general se asigna un valor determinado a la constante C, la solucién obtenida
es una solucion particular. El valor de C puede ser obtenido al reemplazar, las coordenadas de
algtin punto que satisface la ecuacion diferencial en la solucién hallada; tales coordenadas del
plano reciben el nombre de condiciones iniciales y la solucién es la que satisface las condiciones

iniciales dadas. En ciertas ocasiones, la ecuacion diferencial posee otras soluciones,

denominadas soluciones singulares, ellas no se obtienen de la solucién general.

3.2 Algunos problemas que conducen a una ecuacion diferencial

Dada una familia de curvas F, a veces es importante encontrar una ecuacion diferencial que la
represente, es decir, EDO libre de pardametros, tal que los miembros de la familia F sean todas

las solucione de la ecuacion.

Ejemplo 3.2.1

Hallar una EDO que represente a la familia de pardbolas y = 3kx*> + k, k € R

A Despejando k de la ecuacion de las pardbolas se obtiene

y
k=—"——
3x2+1
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Derivando respecto de x

6ky

= Gkx = —
Y XT3

La EDO que representa a la familia de pardbolas dada es entonces

6k

Y T3 +1”

3.2.1 Trayectoria ortogonales

Sea Cuna curva dada y F una familia uniparamétrica de curvas. Se dice que C es una trayectoria

ortogonal de la familia F si C corta ortogonalmente a todas las curvas de F.

¢

Para determinar las trayectorias ortogonales de una familia de curvas dada se halla primero la
. : d . . d .
ecuacion diferencial F (x, v, é) = 0 para dicha familia. Como d—i: da la pendiente de la recta

tangente a cada curva de la familia en un punto (x,y) de la misma, la ecuacién diferencial para

las trayectorias ortogonales a la familia dada debe ser

d
F(x,y,—%) =0

Ejemplo 3.2.1.1
Encuentre las trayectorias ortogonales de la familia F de pardbolas de ecuaciones

y = kx?, k e R

A Despejando k de la ecuacion se obtiene

k = lz, x#0
X
Ademds,
2y 2y
y X " X x
Entonces
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dy 2y
dx  x
Es la ecuacion diferencial la familia F, para todo x # 0. Por lo tanto, la ecuacién diferencial para

las trayectorias ortogonales es

dy 2y

Tdx x
Es decir,
xdx + 2ydy = 0, x+0

Resolviendo esta EDO se obtiene (como se verd adelante) que

2y +x% =, conr € R
Son trayectorias ortogonales de la familia dada. Sin embargo, se debe notar que la recta de
ecuacion x = 0, es ortogonal a todas las pardbolas de la familia en (0,0) (pues cuando x =
0,y = 2kx = 0, es decir, la ente de todas las curvas de F es cero en (0,0)). Las trayectorias

ortogonales de la familia son entonces

x=0 y 2y°+x%=r, conr €R

A
Y

<y
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3.2.2 Crecimiento y decrecimiento o desintegracion

a) Crecimiento de una poblacion:

La velocidad de crecimiento de una poblacion, es un instante dado, es proporcional a la
poblacion existente en dicho instante.
dP
=
donde P = poblacidn existente en el instante t (habitantes)

kP

dP
i Velocidad instantanea de variacién de la poblacién

K = constante de proporcionalidad

b) Ley de desintegracion radioactiva:

La intensidad o velocidad de desintegracion de una sustancia radiactiva es proporcional,
en cualquier instante, a la cantidad de sustancia que se halle presente.

dm_

qr - km

donde m = masa de sustancia radiactiva presente en el instante t

dm
I = Velocidad instantanea de variacion de la masa

K = constante de proporcionalidad

El signo menos indica que la masa estd disminuyendo
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3.2.3 Mezclas

UN tanque tiene 100 L de una solucién de agua y sal (salmuera), que contiene 10 Kg de sal
homogéneamente mezclados. Se bombea dentro de un tanque a una velocidad de 6 L/min una
solucion que contiene % Kg de sal por cada litro de agua. Simultdneamente se bombea hacia
afuera el liquido del tanque a una velocidad de 4 L/min. Hallara la cantidad de sal que hay

en el tanque en cada instante t.

A Sea x(t) la cantidad de sal presente en el tanque después de t minutos de haber comenzado

a bombear. Entonces la rapidez de cambio de la cantidad de sal en el tanque es x’(t), y se cumple

, rapidez con que rapidez con que
X (t) = ( p 1 ) - ( p 1 ) = Rentrada - Rsalida

entra la sal sale la sal

/ﬁ 6 L/min

N

@

Por otro lado nétese que se bombea hacia afuera con menor rapidez que hacia adentro, por lo

(6-4)L _ 9 L

que la solucién se acumula con una rapidez de

min’

Por lo tanto, después de t minutos hay en el tanque (100 + 2t) litros solucién, la rapidez con que

sale la sal es

4x(t)

100 7 21 k9/min

x(t) .
RZ = (m)kg/l 4 l/mm =

Entonces
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, . 4x(t) .
X (t) = Rentrada — Rsalidza = 6 [/min.1/2 kg/l - mkg/mln
Luego
2x(t)
“(t) =3 —
x(©) 50 + ¢t
x(0) =10

3.2.4 Circuitos eléctricos

Consideremos el circuito en serie que consta de:
Una resistencia de R ohmios

Un inductor con inductancia de L henrios

Un condensador, con capacitancia de C faradios

Con una fuente de fuerza electromotriz (tal como una bateria o un generador) que proporciona

un voltaje de E(t) voltios en el instante t.

%esistencia) ‘ /C (capacitancia)

L (Inductancia)

()
N
E(t)

Aplicando una de las leyes de Kirchhoff: La suma (algebraica) de las caidas de voltaje a través

de los elementos de un circuito eléctrico es igual al voltaje aplicado.

En consecuencia, la corriente y la carga en el circuito simple RLC de la figura satisfacen la

ecuacion basica de los circuitos.
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Ldl RI ! =E( 1
E-i_ +EQ_ t) e (1)

i . d . g
Como la relacion entre la carga Q y la corriente I, es d—f = [, sustituyendo en la ecuacion (1)

obtenemos la ecuacion diferencial lineal de sequndo orden, para la carga Q(t)

?Q dQ 1

En la mayoria de los problemas prdcticos en la corriente I, mds que la carga Q, lo que tiene

interés primario, asi que podemos derivar ambos miembros de la ecuacion (1) y hacer la

.. dQ
sustitucion — =1 para obtener

[l 1 dE@)
dt? dt ¢ dt

(3
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3.3 Campos direccionales y elaboracion de curvas integrales

Una EDO de primer orden no siempre tiene solucién pero, atin cuando la tenga, a veces no es
posible encontrar una férmula explicita de la misma en términos de funciones elementales. Por
tal motivo los métodos que conducen a soluciones aproximadas de la ecuacién son de gran
utilidad. Uno de estos métodos consiste en aproximar grdficamente las curvas integrales de la

ecuacion diferencial, cuando ésta es de primer orden.
Definicion 3.3.1

La ecuacion diferencial y" = f(x,y) da un valor para y” que representa la pendiente de la recta
tangente a la curva integral y = ¢(x) que pasa por el punto (x,y). Si se asigna a cada punto
un pequeno segmento de esta recta tangente (centrado en el punto), el conjunto de todos estos
segmentos se llama campo direccional para la ecuacion diferencial y* = f(x,y). Es decir, la

ecuacion diferencial y" = f(x,y) determina un campo de direcciones.

FEE LBV el B R
E1 Y B ool LRl b Bl
VLl AL E RS L s )
tVL BN R e L b R RS
LT E VR LR ALY LR LAY
LEHELNAELAURNNENN NN
N N i N AN e W S N N NS
BB PR PR
LA L L L L P L L LT L L
Pl L LT L LT E L
P LT FL e PR E L LT
FrT it Lttt EL L
NIy
TS E TR SIS SR RN
FPEEEEEBTEAEEREEERE

Campo direccional asociado a la EDO ¢y’ =1 — 2y

El problema de integracion de la ecuacion y" = f(x,y) consiste en hallar una curva cuya

tangente en cada punto tenga la misma direccion que el campo en ese punto.
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Definicion 3.3.2

Dada una ecuacion y* = f(x,y), una iséclina es el lugar geométrico de todos los puntos en los
cuales las tangentes a las curvas integrales consideradas tienen una misma direccion. La familia

se determina por la ecuacion k = f(x,y) donde k es un pardmetro.

EREEGEBESEENEERY) o
MBHH@EHH
AL CARA AT R A =y
PP PP BEEFPAIF AP oy
LTI T T T LT [T 7Y -
I e
Firil 7}%7 [T /‘J,L;J i
FET FE T Pl e Tt E] 6
AR
HTJJJ%JH Ll SikE) s

Isoclinas asociadas a la EDO ¢/ =1 — 2y

Ejemplo 3.3.1

Usando isdclinas, bosqueje las curvas de

dy 5. 5
dx_x +y

. d Il 7 - 7 .
A Haciendo d—y = k, tenemos que las iséclinas estdn dadas por ecuaciones de la forma
X

k = x? + y?
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Estds ecuaciones son circunferencias centradas en el origen para k > 0, se reduce al origen si

k =0 (porque x* + y> =0 < x =y = 0) y no tienen puntos para k < 0.

Isoclinas y curvas integrales asociadas a la EDO Z—y = 7%+ ¢?
z
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3.4 Existencia y unicidad de las soluciones

Antes de perder mucho tiempo tratando de resolver una ecuacion diferencial, es preferible
investigar si la solucion en efecto existe. Quizd también queramos saber si hay sélo una solucién

de la ecuacion que satisfaga una condicién inicial (es decir, si las soluciones son tinicas).
Ejemplo 3.4.1
Consideremos el siguiente problema de valor inicial

dy

De aqui podemos hacer

dy P
= dx
25

Luego integramos y resulta y;(x) = x? y y,(x) =0

Las cuestiones relativas a existencia y unicidad también afectan a la elaboracién de modelos
matemadticos. Supongamos que estamos estudiando un sistema fisico cuyo comportamiento estd
completamente determinado por ciertas condiciones iniciales, pero que nuestro modelo
matemadtico propuesto involucra una ecuacion diferencial que no tiene solucion tinica. Esto hace
surgir de inmediato la pregunta de si el modelo matemdtico representa adecuadamente el

modelo fisico.

El siguiente teorema establece las condiciones suficientes para asegurar la existencia y unicidad
de la solucién, de modo que ninguno de los casos extremos (no solucién o soluciones no unicas)

pueda ocurrir.

. Prof. Humberto F. Valera Castro



Matematicas IV

Teorema: Existencia y unicidad de soluciones

Sea y' = f(x,y) donde f es una funcién continua y derivable en un conjunto D del plano.
Entonces por todo punto (x,,V,)eD pasa una y solamente una solucion de esa ecuacion

diferencial.

Es decir, para todo punto (x4, y,)€D, existe una y sélo una funcién y = y(x) definida en cierto

intervalo que contiene a x, que es solucion de la ecuaciéon y’ = f(x,y) y ademds y, = y,(x).

Ejemplo 3.4.2

Para la ecuacion

dy
ax = WY

la funcion f(x,y) = 2\/; es continua en toda su extension, pero la derivada parcial

af 1
ox \/}
es discontinua para y = 0, y en consecuencia en el punto (0,0). Esto explica la existencia de dos
soluciones diferentes y,(x) = x* y y,(x) = 0, cada una de las cuales satisface la condicién

inicial y(0) = 0.

Prof. Humberto F. Valera Castro .



Matematicas IV

3.5. Ecuaciones diferenciales de primer orden

3.5.1 Ecuaciones a variables separables

La ecuacioén de primer orden

dy
o H(x,y)

Se llama a variable separable si H(x,y) puede escribirse como producto de una funcién de x y

una funcién de y; o, equivalentemente, como un cociente

H(x,y) =%.

En este caso, las variables pueden ser separadas escribiendo de modo informal la ecuacion

f(y)dy = g(x)dx, que se entiende que es la notacién compacta de la ecuacion diferencial

dy
f(y)a = g(x)

Es facil resolver este tipo de ecuaciones diferenciales simplemente integrando ambos miembros

con respecto a x

[ roaay = [ g@dx+c

Ejemplo 3.5.1.1

Determinar en cuanto tiempo se enfriara un cuerpo desde 1002C a 20°C en aire a 10°C, sabiendo

que en el aire a 15 °C se enfria desde 200 °C a 100°C en 40 minutos.

A Obtuvimos la ecuacién a variable separable

dT
—=—k(T—A4
7 ( )

Donde k > 0 es constante, A temperatura del aire, T = T(t) es la temperatura del cuerpo en un

tiempo t. De alli resulta
. Prof. Humberto F. Valera Castro




Matematicas IV

ar__ kdt:>f ar__ kjdt+'
T—A4_ T—A4_ ¢

Luego
(T —-A)=—-kt+c =T—A=e *+ = cekt

donde ¢ = e (constante arbitraria)

Nétese que cuando t = 0 (en minutos), es decir, cuando comenzamos a contar el tiempo, se tiene

T(0) = T, (temperatura inicial), luego T, — A = c.

Entonces tenemos que
T=A+ (T, —A)e™*

Ahora utilizando los datos del enunciado para determinar la constante de enfriamiento k:

Sit =40min y A = 15°C setiene T, = 200°C, T = 100°C, luego

85 1 /17
100 = 15 + (200 — 15)e 40k = =40k = > s o = _ — | (—)
+( Je € 185 40 "\37

y por lo tanto,

#omn(3) )

T=A+ (T, — A)e<4°
Siahora A = 10°C, T, = 100°C, T = 20°C, se obtiene

1 17 1 17
20 = 10 + (100 — 10)e<mln(3_7)>t = % _ )

Entonces

—40In9

= ~ 11 [
t In17 — In37 3 min
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Ejemplo 3.5.1.2
Un cultivo tiene inicialmente una cantidad N, de bacterias. Para t = 1 hora, el nimero de
bacterias medido es %NO. Si la rapidez de multiplicacion es proporcional al niimero de bacterias

presentes, determinar el tiempo necesario para que el numero de bacterias de triplique.
A Sean N = bacterias en un instante t
N, = Cantidad de bacteriasent = 0

Tenemos que

dN dN
E=kN=>W=kdt=>lnN=kt+lnC=N=Ce’“

Peroparat =0, N(0) = N,,
Entonces N, = C. Asi N(t) = Nye**

. 3 .
Parat =1 setiene ENO = Nye* o bien

ek=—=k=In (;) = 0,4055
En consecuencia,
N(t) = N,e04055t
Para determinar el valor de t para el que las bacterias se triplican, despejamos t de
3N, = Nye 4055t

Se deduce que

0,4055t=In3 =t = ~ 2,71 horas

n
0,4055
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Ejemplo 3.5.1.3

Un bloque de cierto material radiactivo tiene originalmente una masa de 100 grs., al transcurrir

20anos, su masa ha disminuido a 80 grs. Determinar:

a) ;Cudnto tiempo transcurrié para que se desintegraran 10 grs.?

b) Cantidad de material presente 50 afios después del momento inicial.

c) Tiempo de vida media del material.

A Sean m = masa del material radiactivo en un instante de tiempo t
m, = 100 grs (masa inicial

Tenemos que

dm ] m

—=—-jm=>—=—-kdt=>Inm=—-kt+InC, =>m=Ce™™ =mye "

dt m
Calculemos k

—In(4/5
m(0) = 80 = 80 = mge~2% = k = %
a)t =?
—In(1/2
m(t) =90 = 90 = 100e ¥ = —kt = In(9/10) =t = & ~ 9,443

k

b) t = 50 afios, m(50) =?
m(50) = 100e~5% = 100e20In(4/5)/20 ~ 57 243

- —-In(0,5
c) m(ty,) :%:”?:moe km = f, = 2005

~ 155,314
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3.6 Ecuaciones homogéneas

Recordemos que una funcion f (x,y) se dice homogénea de grado un niimero real n, si para todo

t > 0, severifica que

f(tx, ty) = t"f(x,y)

L4
Ejemplo 3.6.1
x% + y? .
a. f(x,y) = o es homogénea de gradon = 1,ya que
()2 + (ty)? _ t(x* + %)
flxty) = 2tx B 2x =t &xy)
x% + y? .
b. glx,y) = 27y es homogénea de gradon = 0 (Compruebelo)
3 y . 1
c. h(x,y) = Vxsen (;) es homogénea de gradon = 3 (Compruebelo)
d. f(x,y) =x*y3+x3y2 + x + 1 no es homogénea
%
e. h(x,y) = Yxsen <7> no es homogénea
|

En muchos casos podemos reconocer si una funcion es homogénea examinando el grado de cada

término

Ejemplo 3.6.2

a. f(x,y) = 6xy® —x?y? es homogénea de grado 4
Observe que 6 xy3 es de grado 4 y x*y? es de grado 4

b. f(x,y) = x* —y no es homogénea, ya que x* es de grado 2, y de grado 1
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Definicion 3.6.1
La ecuacién diferencial y" = f(x,y) se dice homogénea si la funcion fes homogénea de grado
cero.

En el caso que la ecuacién sea dada en la forma

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
Ella serd homogénea si M y N son funciones homogéneas del mismo grado n, ya que colocada en

su forma normal

,_Mxy)
Y NGy

Resulta que el cociente es homogéneo de grado cero.

N(x,y) #0

Ahora bien, si f(x,y) es homogénea de grado cero, entonces podemos escribir:

y' =y =f(x1x2)=xf (12) = g (2)

X X

Dicha ecuacioén sugiere la sustitucion
y .
u== obieny =ux
X

En efecto, haciendo

dy du N
= _ — = —_—
y=uw dx x dx W

Sustituyendo en la ecuacidn diferencial dada, ella se reduce a una ecuacién a variables

separables.

Ejemplo 3.6.3

Resolver

(x? —y®)dx + 3xydy =0
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A M(x,y) =x*—y? y N(x,y) = 3xy ambas son homogéneas de grado 2

dy vy?—x?
2 —y2)dx + 3xydy =0 = — =
(x* —y?)dx + 3xydy Ix 3%y
Si hacemos
_ - dy _ du N
y =ux T X I u
Entonces, sustituyendo tenemos
du+ _xPwr-1)  u?-1
x dx U= 3x2  3u
Entonces
du_u2—1 _—1—2u2
x dx  3u u= 3u

Separando variables e integrando, tenemos

f( —3Su )d —f(1>d o 32 + 1) = nlx] + Inlc|
2u2+1 u = X X 4n u =n|x nic

nQu? +1)73 = In|ex*| = Qu?2 +1)73 = cx*

Devolviendo el cambio se tiene

2 -3 2 2\ ~3 6
y 4 2y° +x a4 X 4
<2F+ 1> =cx* = <—x2 ) =cx* = —(2y2 FPIE =cx
Entonces
x? B
(2y? + x?)3 B
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3.7 Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

Una ecuacion diferencial lineal de primer orden es una ecuacion de la forma

Y +p@)y=f) (1)

Escribiendo la ecuacion (1) en la forma diferencial

dy + [p(x)y — f()]dx =0 ............(2)

Las ecuaciones lineales tienen la propiedad de que siempre es posible encontrar una funcion

u(x) (factor integrante) tal que al multiplicar la ecuacion (2)

u@)dy + p(x)[p(x)y — f(x)]dx =0
Es una ecuacion diferencial exacta.

Dicho factor integrante es de la forma
#(x) = efp(x)dx
Al multiplicar ambos lados de la ecuacién (1) por este factor se obtiene

d
efp(x)dx% + p(x)yel P = f(x)elp@dx - (3)

Lo cual es equivalente a
d [p()dxY — [p(x)dx
P (ye ) = f(x)e e v e e (4)

Esto es cierto debido a que si usamos la regla del cdlculo para la diferenciacion de un producto,

el lado izquierdo de (4) es

d d d d
a (yefp(x)dx) — efp(x)dx é + ya (efp(x)dx) — efp(x)dx % + y(efp(x)dxp(x))

De (4) obtenemos por integracién la solucion.
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Es decir,

y = e~ /p(ax U Fx)elP@axgy 4 ¢

Ejemplo 3.7.1

Resolver

A Escribiendo la ecuacion como

el factor integrante es

-4
u(x) = el % = x

Multiplicando la ecuacion por este término
x4y — 4x75y = xe*

y obtenemos

d

-4 X

—(x = xe

&Y
Integrando ambos lados, tenemos

x 'y =xe*—e*+C
O bien

y = x%e* — x*e* + Cx*
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3.8 Ecuaciones de Bernoulli

Una ecuacién no lineal muy conocida que se reduce a una lineal, con una sustitucion adecuada,

es la ecuacion de Bernoulli:

d
% +pX)y=q)y", n#1L,n#0 ... ()

Dividiendo la ecuacién (1) por y", y multiplicando por (1 — n) obtenemos

dy
(1- n)y‘"§ + (1 -—np@y'™=0-n)qx) ... ... (2)
Luego si hacemos
dz dy
— yl-n (1= -n 2
z=y = (1-n)y Iy

Sustituyendo en la ecuacion (2) obtenemos la ecuacion lineal de primer orden

dz
R (1-npx)z=>10-n)q(x) ...........(3)

Resolviendo (3) y devolviendo el cambio de variable, tenemos que la solucion general de la

ecuacion de Bernoulli es

yl—nef(l—n)p(x)dx — f(l _ n)q(x) ef(l—n)p(x)dxdx +C

Ejemplo 3.8.1

Resolver

A Para esta ecuacion de Bernoulli, n = 2

Dividiendo la ecuacién por y?, y multiplicando por (1 — n) = —1, obtenemos
dy 1
22 71—
Y dx x Y *
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Usando la sustitucion

dz dy
— 1—n=>_=_ 2_ 7
2=y dx Y dx
tenemos
dz 1 B
dx xZ_ x

Ecuacion lineal en z, cuyo factor integrante es

-1
‘u(x) = ef7dx = x_1
Multiplicando por este factor, obtenemos

d
a(zx_1)=—1=>zx_1=—de+C=—x+C=>z=—x2+Cx

1

Como z = y~", se obtiene que

 —x2 4+ Cx

Ejemplo 3.8.2

Un generador con una fem. de 100 voltios se conecta en serie con una resistencia de 10 ohmios y
un inductor de 2 henrios. Si el interruptor s se cierra en tiempo t=0, establezca una ecuacion
diferencial para la corriente y determine la corriente y determine la corriente en funcién del

tiempo t.

A E =100 voltios, L = 2 henrios, R = 10 ohm, llamando I la corriente en amperios, tenemos:

dl dl
ZE + 10/ =100 = e + 51 =50 E.D.lineal de 1°" orden

Cuyo factor integrante es e*'. Multiplicando la ecuacion por este factor tenemos

dl d
eSta + 5e°'] = 50e°" = a(!e“) = 50e° = [e®t = 50festdt +C

Entonces,
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I(t) =10+ Ce™>
Puesto que I(0) = 0, entonces, C = —10.
Asli,

1(t) =10 — 10e~%t

Ejemplo 3.8.3

Una fem. decadente E = 200e~°" se conecta en serie con una resistencia de 20 ohmios y un
condensador de 0,01 faradios. Asumiendo que Q(0) = 0, encuentre la carga y la corriente en

cualquier tiempo. Muestre que la carga alcanza un mdximo, calctilelo y halle cuando se obtiene.

A Tenemos que E(t) = 200e >, R=0yC = 0,01 = 1072

Sustituyendo
dQ Q dQ dq
20—+ = 200e™° = — + 100Q = 200e > = — + 5Q = 10e~°*
dt " 10-2 ¢ dt ¢ ° ar Fo0 = 10¢

E.D. lineal de 1* orden cuyo factor integrante es e*'. De donde,

d d
estd—<t2 +5e%Q =10 = —-(Qe*) = 10 = Qe = 10t +C

Entonces,
Q(t) = 10te 5t + Ce™™t

Puesto que Q(0) = 0 entonces C = 0.

De donde
Q(t) = 10te™5¢
Ahora bien, como

_de

I =
dt

d
=] = E(lOte‘St) = 10e~>* — 50te >t

7 ' dQ .
Para hallar cudndo Q es mdxima, haga e 0, estoes, I = 0, es decir,
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1
1075 = 50te™ = 0= 10e™(1 - 5t) =0 = t =< seg.

Luego

1
Qnar = 10 (E) e 1 = 0,74 culumbo.

3.9 Cambio de variable

Cuando una ecuacion diferencial de primer orden no se puede reducir fdcilmente a una de las

formas estudiadas, es posible reducirlas cambiando una o ambas variables. Veamos algunos

ejemplos tipicos.
Ejemplo 3.9.1

Resuelva la ecuacion diferencial

(v + xy?)dx + (x — x%y)dy = 0

d +xy? d 1+x
(y+xy2)dx+(x—x2y)dy=0=>—y=—y 14 y __ya+xy)

s =
dx x—x%y dx x(1 —xy)

S _ du N dy . dy 1 (du )

eau = xy, I = Y T X7 sentonces — = —| :
Sustituyendo en la ecuacion tenemos
1 /du y(1+u) du y(1+u) du y(1+u)
—(——3’) = NY gLV E T =Y T
x \dx x(1—u) dx 1—u dx 1—u

:>du_u u(1+u):>du_u(1 1+u):>du_u( Zu)
dx x x(1—-uw) dx x 1—u dx x\ 1—-u

Entonces, obtenemos una ecuacion diferencial a variable separable
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||
Ejemplo 3.9.2
Resolver
dy 3 2
a+x(y—x)+x y—x)° =
A
S = t du_dy 1A’dy—du+1
eau =7y — x,entonces T~ dx . Asi I dx
La ecuacion se reduce a
du
—+14+xu+x3ut=1
dx
De donde obtenemos la ecuacion de Bernoulli
du
— 4 xu+x3u=0
dx
|

Ejemplo 3.9.3

Resuelva la ecuacion diferencial

d
e (_y + 1) = xe*
dx

A Multiplicando por e” en ambos miembros de la ecuacion obtenemos

Z—i} + 1 = xe*tY
Seau = x + y,entonces d—u=d—y+ 1. Asi ﬂ=d—u—
dx dx dx dx
Entonces
du "
I xe
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Que separando variables e integrando tenemos

du x?

— =xdx = e M =_—_ 4
et 2

Ejemplo 3.9.4
Resolver
d
2xe23’—y = 3x* + %
dx
A
du d
Seau = e?Y, entonces — = 2e?Y _y
dx dx

Sustituyendo en la ecuacion diferencial
d du
2xe? Y = 3xt 4 02 = x o = 3x* 4 u
dx dx

y asi obtenemos la ecuacion lineal de 1er orden

du u_3
dx x x

4

dx
cuyo factor integrante es u(x) = el % =x1. Luego

u 3 3 3
—=f3x3dx=—x4+C=>u=—x5+Cx=>ezy=—x5+Cx
X 4 4 4

Finalmente,

3
=l — x> C
y n4x+x
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Ejemplo 3.9.5

Resolver
6y2dx —x(2x3 +y)dy =0
A Multiplicando por x* obtenemos

dx xQ2x3+
6y2x?dx — x3Q2x3 +y)dy=0= o (sz) =0

Seaw = x3, con lo cual dw = 3x?dx. Sustituyendo en la ecuacién, tenemos que

dw w(Qw + dw w\%2 w
2y2dw—w(2w+y)dy=0=>——M=0=> —( )

dy 2y? dy \y) "2y
s _w de dond _ ,dw_ N dz
eaz—y, edondew = zy y asi dy_Z Yo
Por lo tanto,
N dz 2_|_1 dz , 1 dz z*—z 2 4 dy
—_—= -7 = _—= —_—7 > _—= = = —
Y TE TR T VT T2 T Yk 2 22—z y

Entonces,

4dz 2dz dy
— = — = 2In|2z — 1| — 2In|z| = In|y| + n|C]
2z —1 z y

= (2z —1)? = Cyz?
w
Como W=zy=>2=;=—

Tenemos
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3.10 Reduccion a una ecuacion a variable separable

Una ecuacion de la forma

d
£=f(ax+by+c), b+0

Puede reducirse a una ecuacion a variable separable mediante la sustitucion

u=ax+ by +c.
Ejemplo 3.10.1

Resuelva la ecuacion diferencial

dy
— = 1)2
e (x+y+1)

A Seau=ax+by+c

Entonces
du d d du
—=1+—y$—y=——
dx dx dx dx
Asi,
du du u
— —1=u!s—=u?+1=> =dx = arctanu =x + C
dx dx uz+1

Devolviendo el cambio de variable, obtenemos finalmente que

arctan(x+y+1)—-x=C<=x+y+1=tan(x + C)

Sy=tan(x+C)—x—-1

Ejemplo 3.10.2

Resuelva la ecuacién diferencial

,  cos(x+y+1)
Y “1—cos(x+y+1)

A Seau=ax+by+c
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Entonces

du d d d

du_ o dy _dy du_

dx dx dx dx
Asli,
du cos u du cos u du 1
—_ = 55— =— } I e —
dx 1—cosu dx 1-—cosu dx 1—-cosu

>0 —-cosw)du=dx>u—senu=x+C

Luego

x+y+1l—-—sen(x+y—-1)=x+C=>y+1—-sen(x+y+1)=C

3.11 Reduccion a una ecuacion a homogénea

Una ecuacion de la forma

b+0

dy <a1x + by + cl)
dx 7 \ayx + b,y + ¢/’

Puede reducirse a una ecuacion homogénea mediante una sustitucion adecuada.
El método consiste en lo siguiente:
Si se consideran las ecuaciones de las dos rectas

ax+byy+c, =0

a,x+b,y+c,=0
Para un sistema como el anterior existen tres posibilidades mutuamente excluyentes:

a. Las rectas se intersectan en un tnico punto
b. Las rectas no se intersectan

c. Las rectas son iguales.
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Caso 1

Es posible hacer un cambio de variable de la forma
u=x+a du = dx

v=y+b \dv=dy

donde (a, b) son las coordenadas del punto de interseccién de las rectas.

Luego tenemos

dv_ (a(u—a)+b(w—b)+c\ _[au+bv
du ' \a;(u—a)+b,v—b)+c,) ' \au+b,v

Ejemplo 3.11.1

Resolver
(4x +3y+1)dx(B3x+ 2y +1)dy =0
A Consideremos

4x+3y+1=0 x=-1

3x+2y+1=0 y=1
Ahora bien, hagamos

u=x+1 du = dx
v=y-—1 dv =dy

Asi, sustituyendo, obtenemos

dv_
du

[4u + 3v] + [3 +2]dv 0:>dv u + 3v
= —_— = —= —
U v U vdu du 3u+ 2v

[4(u—1)+3w+1)+1]+[3(u—-1)+2(v+1)+1] 0=

v
Seaz=—>v=2zu
u
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De donde
dv_ N dz
du_Z udu
N dz 4u + 3zu 4+ 3z dz —4—6z—2z7%
S — = _— =
z udu 3u+2zu 3+ 2z udu 3+ 2z

Separando variables e integrando, tenemos

3+ 2z)dz du 1
=—— = Eln|4 + 6z + 2z%| = —In|u| — In|C|

4+ 6z + 222
v "2 B
=>4+6z+2z2=(Cu)—2=>4+6—+2(—) ==
u u u
y+1 y —1\? B
= 4 6(—) 2(—) __5
T x+1+ x+1 (x+1)2
m
Caso 2

Ahora estudiaremos el caso en que las rectas son paralelas.
Como las rectas
ayyx+byy+c; =0
a,x +b,y+c, =0

Son paralelas, tenemos que

@ _a_

a, = /1(12
b, b, {

bl = /1b2

Sustituyendo en la ecuacion, obtenemos

dy (Aazx + Ab,y + cl)
dx

a,x + b,y +c,

Sea z = a,x + b,y, entonces
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dz dy dy 1(dz )
v 2

a2t T e

1(dz )_ (/12+c1)
b, \dx @)=1 Z+c,

Luego sustituyendo, obtenemos

Ejemplo 3.11.2
Resolver

dy x+y-—-3
dx 2x+2y+2

A Vemos que las rectas son paralelas.

Seaz=x+7y, ent z_, %, dy _dz_,
eaz=Xx y,en onces dx_ dx,uego dx_dx
Asl,
dz z—3 dz 3z-—-1 <2Z+2)d 4
—_ = = — = = =
dx 22+2 dx 2z+42 \3z-1)¥ ™
+C Zfd +8f dz
= = - —
x 3) ¥ T3] 3,1

= C== —1 |3 —1|
X + Z+ n|oz

2 8
:>x:§(x+y)+§ln|3(x+y)—1|+C
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3.12 Reduccion de orden

Es muy frecuente, en las ecuaciones diferenciales poder reducir de orden a objeto de obtener una
ecuacion diferencial de mds fdcil solucién. Estudiaremos como resolver una ecuacion diferencial

de la forma

F(x,y,y,y") =0.

Veamos los siguientes casos:
Caso 1

En la ecuacién diferencial falta y, es decir, la ecuacion tiene la forma F(x,y’,y"") = 0, la cual

resolveremos con el cambio y" = u, para obtener

F(x,uu) =0
Ejemplo 3.12.1

Resolver la EDO x*y” + (y)? =0

A Seau = y’. Entonces u” = y’’ sustituyendo en la ecuacién tenemos

xzu'+u2=0=>u'+—2u2=0
X

—_ = 2
dx x2
1
:_——_‘I‘Cl
u
X
>u=-
1+ Cix

De donde nos queda la ecuacion diferencial

X o1 1

’:——ﬂ e —
A T N A (T

Entonces
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y = C_1 - C—lz 2
|
Caso 2
En la ecuacion diferencial falta x, es decir, la ecuacion tiene la forma F(y,y’,y"") = 0.
Haciendo el cambio y" = z y observando que
.y . dz dzdy dz
VS G T dydx Ty
Tenemos que la ecuacion se transforma en
G (y, Z, %) = 0.
dy
¢

Ejemplo 3.12.2
Encuentre la solucién general de la ecuacidn diferencial y*y” =y’

A En este caso falta la x, y tenemos que hacer el cambio de variable,
7 rs dZ
= Z, = 7—
y y dy
Con lo cual obtenemos
, dz
Z—=12
y dy
Si y es constante, entonces z = 0 y ambos miembros de la ecuacién se anulan, con lo cual y = C

es solucion de la ecuacion. En caso contrario, z # 0,y podemos dividir por z para obtener

,dz dy

yVo—=1=dz=—==2z=——+C
dy y? y
dy Cy-1 y
— = dy =d
:>dx y :>Cy—1 Y x

=Gt am—) ==
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y In(Cy—1)
=>E+T=X+C2

De donde obtenemos la solucion:

Cy + In(Cy — 1) = C*x + Cs.

Ejemplo 3.12.3
Resuelva la ecuacion diferencial yy” = (y)?(1 — y’cosy + yy'seny)

A En esta ecuacion no aparece la variable x, de modo que hacemos el cambio de variable

7 —_ rs — dZ
y=z yi=zg
y obtenemos
dz
yz@ = z2(1 — zcosy + yzseny)

115

Si y es constante, entonces z = 0 y ambos miembros de la ecuacién se anulan, con lo cual y = C

es solucion de la ecuacion. En caso contrario, z # 0,y podemos dividir por z para obtener

dz a 4 ) = dz z , COSy 4+ g2
y— = z(1 — zcosy + yzseny —=——z z“seny
dy dy 'y
dz =z cosy
:>———:zz(seny— )
dy 'y

Esta es una ecuacion de Bernoulli. Dividiendo por z*tenemos

-1
,dz z

z7f———=|seny —
dy y ( Y

cosy)

Haciendo u = z™1, tenemos que u” = —z~2z’, obtenemos

. u cosy
u+—-= — seny
y
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Ecuacion lineal de 1er orden, cuyo factor integrante es

dy
fy

pux) =e’ v =lyl

Obtenemos la solucion

1
u= ;(j(cosy — yseny)dy + C)

de donde

1 1([( Yd +c) 1.1 ro=s2 L +0)
—=—| [ (cosy — yseny)dy = — = —(ycosy = — = —(ycosy
z y z y dy 'y

= x = Cln|y| + seny + C,
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Parte |V

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales
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Capitulo 4

4.1 Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden

Un sistema de ecuaciones lineales de primer orden (SEDL) tiene la forma

rdx
d_t1 = a1 (0)x1 + a2 (Ox; + - + a1 (O)x, + g1 (2)
dx

J 22 = a0, + (O, + 4 @30 (O, + 920
dx

S = @ (O3 + (O + -+ Gy (O, + a0

donde a;j,g; y x; son funciones a variables reales, con dominio en un intervalo .

Si g1, 92, -, gn SoON funciones iguales a cero, el sistema se llama homogéneo; de otro modo es

no homogéneo.

El sistema de ecuaciones diferenciales lineales se puede escribir en forma matricial:

d—£=A£+(?
dt
Si es homogéneo, entonces
dt
donde
x,(t) a; (t)  ap) - ap() 91 ()
7= xz.(t) , A(t) = a21.(t) a21'(t) aZn.(t) ’ G = gzz(t)
Xy (t) G (D) ana(®) - () gn(0)
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Definicion 4.1.1

Una solucién de un SEDL es un conjunto de n funciones fi, f,, ..., f,, derivables, tales que

dfi
d_]; = a1 (Ofi + a(Of + -+ ap(O)fp + 910

df;
d_]; =a,, () fi + ap,(O)f5 + -+ a, (£) fy, + g2 (t)

df, .
d_]:: = an1 (Ofy + a2 (Of; + -+ + ann (O f + 90 (O

Para todo t perteneciente a algiin | < I.

Ejemplo 4.1.1

Compruebe que los vectores

Son solucién del SEDL

EaalGHES
A Como

f= () == ()
Ademads
4=(5 3)
Entonces
A%, = (; g) (—ee_it) - (See_‘zztt_—33ee_‘22tt) - (_Zzee‘;it) - %

Por otro lado,

Entonces
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A7, = (1 3) (3e6t) ~ ( 3¢5 + 15¢°% )= (18e6t) _d%,

5 3/ \5eft 15e°t + 15¢°¢ 230 dt
|
4.2 Principio de Superposicion
Sea {X,,X,, ..., X,} un conjunto de vectores solucién del sistema homogéneo en un intervalo I
dx Az
— = AX.
dt
Entonces, la combinacién lineal
.92) == lel + CZD_C)Z + -+ Cnfn
donde los c;,i = 1,2, ...,n, son constantes arbitrarias, también es solucion en el intervalo |
¢

Ejemplo 4.2.1

Una solucion del sistema

dx(t) 1 0 1 A
It = ( 1 1 0 )x(t)

esta dada por la funcién vectorial

cost
X 1 t+ 1 t
X1 = ——CO0S —Sen
! 2 2
—cost — sent

Entonces, para cualquier constante c,, el vector X = ¢,X,, también es solucién, ya que

—c;sent

)

dx(t c
d(t ) = %sent + %cost

cisent — c;cost
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5 Lo 1 €1 ' C1 €1 1 C1
Axt)=(1 1 0 — ?cost + 7sent = ?Sent + > cost
-2 0 -1 —c,cost — ¢, sent c;sent — ¢ cost

4.3 Algunos problemas que conducen a un sistema de ecuaciones

diferenciales lineales.

4.3.1 Mezcla

Se tienen dos tanques A, y A,. El tanque A, tiene 60 litros de una solucion de agua y sal, que
contiene 25 gramos de sal disueltos, y el tanque A, tiene 60 litros de agua pura. En el tanque A,
entra una solucion, que contiene 2 gramos de sal por litro, a una velocidad de 6 l/min. Del A,
a A, pasa mezcla a una velocidad de 4 l/min, y del A, a A, pasa mezcla a una velocidad de
11/min. Ademads del tanque A, sale mezcla al exterior a una velocidad de 3 l/min. Hallar la
cantidad de sal en A; y A, en cada instante t, suponiendo que la solucién se mantiene

homogéneamente mezclada durante el proceso.

A
Mezcla 6 I /min Mezcla 1 l/min
 E—— <—
Ay A
) > )
Mezcla 4 1/min Mezcla 3 1/min

Sea x;(t) la cantidad (en gramos) de sal en el tanque A; después de t minutos de haber

comenzado a bombear. Entonces la rapidez de cambio de la cantidad de sal en el tanque A; es
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rapidez con que rapidez con que
x'(t) = (entra la sal en el ) — ( sale la sal del ),i =1,2

tanque A; tanque A;

Nétese que si bien la cantidad de solucién permanece constante en el tanque A, , en el tanque
A, se acumula liquido con rapidez de (6 — 4)l/min = 21/min . Por lo tanto, después de t

minutos hay (60 + t) litros de solucion en el tanque A,. De este modo se deduce que

x, (t)

g/l) (41/min)

(xi(t) = [(2g/l)(6l/min) + (

kx;(t) = K X (t) g/z> (41/min )] K Z(O)g/l> (1l/mln)+< xa(t )g/l> (3l/mln)]

g/z) (11/mi )] ( X (1)

60 + 2t

60 + 2t
O seaq,
L = ’ F x4 12
1T T30+ 60
.2 1
2730+ 1577
Escrito en forma matricial resulta
2 1
3= 30+t 60 )?+(12) £>0
2 1 0 ’
—_— ——
30+t 15 G(t)

At

Entonces, resolviendo el problema de valor inicial

X = AX +

N
<y
Y
(e}
N/
Il
VN
N
Ul
N—

Se obtendrd X (t).
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4.3.2 Redes eléctricas.

Considere la red eléctrica de la figura.

i (t) R, i (t)

4, B, G

Sean i,(t) la corriente que circula por la rama B,A,A,B;,
i,(t) la corriente que circula por B;B,,
i5(t) la corriente que circula por B;C,C,B,,,

Hallar i, (t), k = 1,2,3, en cada instante t.

A

En cada malla de la red eléctrica se puede aplicar la sequnda ley de Kirchhoff y entonces se tiene
que la suma de las caidas de voltaje a través de cada uno de los componentes de cada malla

considerada a continuacioén es igual al voltaje E(t): para la malla A;B,B,A,A; se tiene
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di
ilRl + Ll _2 + iZRZ == E(t)
dt
Mientras que para la malla A{B,B,C,C,B,A,A, resulta
diz
R+ L,— =E(t
L1ty 2 ¢ ()

Pero por la primera ley de Kirchhoff se sabe que

i1(t) = i (t) + i3(t)

Por lo que las ecuaciones diferenciales obtenidas anteriormente pueden ser reescritas como

sigue:

(, di . .
Ile_tZ-I_(Rl + Rz)lz + +R1l3 == E(t)

|  dig ) ]
kLl E + RII’Z + +R1l3 == E(t)

Y si se dan las condiciones iniciales naturales i,(0) = 0 = i53(0), todo se reduce a resolver un

problema de valores iniciales.
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4.4 Teorema de existencia y unicidad

SiA(t) y G (t) son funciones continuas en un cierto intervalo abierto I que contiene a t,,, entonces

existe una tnica solucién 17(t) definida en I, del problema

di

— =A%+ G; X(t)) =B
dt X x(to)

Definicion 4.4.1

Un conjunto de vectores {X;,X,,...,%X,} de un espacio vectorial V, sobre un cuerpo

K (K= R 6 K = C) se dice linealmente independiente (LI), si

C1X1 + Xy + -+ Xy, = 0 con cieK,

Entonces ¢; =c, =+ =c¢c,=0. Si no es linealmente independiente se dice linealmente
dependiente.

¢
Ejemplo 4.4.1

1 1 3
Determine si los vectores X, = (—1), X, = (2) y X3 = (O)Son linealmente independiente o

1 3 5
no

A Para ello, sean cy, ¢,, c; escalares tales que ¢, X, + c,X, + c3X3 = 0, es decir,
1 1 3 0
ci|—1)+c|2]|+c3(0)=1]0
1 3 5 0
De aqui obtenemos el sistema de ecuaciones homogéneo

_Cl +2C2 == 0

{C1+C2+3C3:O
C1+3C2+5C3=0

Ahora bien,
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1 1 3
det(A)=|-1 2 0
1 3 5

Entonces el sistema tiene solucion no trivial, es decir

C1 = 2C2
{ CZ - _C3
C3 =t € R

Por lo tanto los vectores dados son linealmente dependientes.

4.4.1 Teorema

Sean X, X,, ..., X,, soluciones del sistema homogéneo

di

——Aé,
ac

=10+0-9-6—-0+5=0

Siendo A = A(t) una matriz de n X n, continua en un intervalo abierto 1 y V, el espacio de las

soluciones del sistema. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a. El conjunto {X,, X,, ..., X, } es linealmente dependiente en V,

b. Para cada ty en I, {X,(ty), X,(ty), ..., X, (to)} es linealmente dependiente en R".

c. Existetyenl, {X;(ty),x,(ty), ..., %X, (ty)} es linealmente dependiente en R™.

Demostracion:

a.= b. Existen c4, c,, ..., C, en R, no todos nulos, tales que

CiXi = 0.

n
i=1
Entonces, para cualquier t, en I se cumple que

n

Z c;x; (ty) = 0 en R™.

i=1
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Asi, {%,(ty), %, (ty), ..., X, (ty)} es linealmente dependiente en R™.
b.= c. Esinmediato.

c.= a. Por hipétesis, existen c,, c,, ..., ¢, en R, no todos nulos, tales que

n

Z cix; (o) = 0.

i=1

En otras palabras, la funcién

n
CiXi
i=1
Es solucién del problema a valores iniciales
dx
— =A%, X(t,) =
= (t)

Como % = 0 también es una solucién de dicho problema, en virtud de la unicidad de la solucién

debemos tener que

Como funcion sobre .

4.4.1 Corolario
Sean X, X,, ..., X, soluciones del sistema homogéneo

dx Az
—_— x,

dt

Siendo A = A(t) una matriz de n X n, continua en un intervalo abierto I y V, el espacio de las

soluciones del sistema. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
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a. El conjunto {X,, X,, ..., X, } es linealmente independiente en V,
b. Para cada ty en I, {X,(ty), X,(ty), ..., X, (to)} es linealmente independiente en R™.

c. Existetyenl, {x,(ty),x,(ty), ..., %, (ty)} es linealmente independiente en R™.

Definicion 4.4.2

Sea Xi,X,, ..., X, un conjunto de vectores linealmente independiente solucién del sistema

homogéneo

dx A3
dt ’
en un intervalo 1. Entonces diremos que X, X5, ..., X, es un conjunto fundamental de soluciones

en el intervalo L

¢
Definicion 4.4.3
Sea X{,X%,, ..., X, un conjunto fundamental de soluciones del sistema
dx .
— = AX,
dt
en el intervalo I. La solucién general del sistema se define como
X=X+ Xy + -+ cpX, con cieR,parai=12,..n
¢

Definicion 4.4.4

Sea %i,X,, ..., X, un conjunto fundamental de soluciones, si se denota (X, %, ..., X,) a la matriz
cuya columna i-ésima es X; entonces se define el Wronskiano de las de las n soluciones

X1, X2, ) X, COMO

W(fl, fz, ...,fn) == det(fl, .7_52, ...,.Q_C)n)

L4
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Observe que W (X1, X,, ..., X,) es una funcién a valores reales definida para todo I.

4.4.2 Teorema

Sea A = A(t) una matriz de n X n, continua en un intervalo I y sean Xy, X5, ..., X, pertenecientes

a V,. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes

a. El conjunto {X,,X,, ..., X,,} es linealmente independiente en V,
b. Para cada tyen I, W (X, X5, ..., X,) (t;) # O.
c. Existetyenl, W (%, Xy, ..., %) (to) # 0.

Ejemplo 4.4.2

Verificar que los vectores

2et 2e3t 2e5t
X, =1 2et ], X, = 0 y X3 = —2e5¢
et _e3t 5t

Forman un conjunto fundamental de soluciones del sistema de ecuaciones

dx ( 3 -2 0 )
—=|-1 3 =2|x
a \o -1 3
A Se puede verificar que cada uno de los vectores dados son solucién del sistema. Para
establecer que es un conjunto fundamental es necesario demostrar que son linealmente
independientes. Para ello calculemos el Wronskiano de las soluciones

2et  2e3t  2edt

2et 0 —2e5t

et —e3t o5t

W(fl,fz, .7?3) == == —168% * 0

Lo cual nos dice que los vectores son linealmente independientes.
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Ejemplo 4.4.3

Verificar que los vectores

cost 0 sent
R 1 1 R r R 1 1
X1 =|—5cost+-sent ]|, Xy=|e |y X3=|-—ssent+-cost
2 2 0 2 2
—cost—sent —sent+cost

Forman un conjunto fundamental de soluciones del sistema de ecuaciones
dz ( 1 0 1 )
—=1 1 0 |%
d \_2 o -1

A Setiene que

cost 0 sent
N s S 1 1 . 1 1
W(x1,xz.xg)= —Ecost+§sent e —Esent+—cost =
—cost—sent 0 —sent+cost
¢ cost sent

—cost—sent —sent+cost
=e'[(—costsent+ cos’t) — (—costsent —sen’t)] =et #0

Entonces, los vectores dados forman un conjunto fundamental de soluciones. La solucion general

es

f = lel + C2.7_C)2 + C3£3

Ejemplo 4.4.4

Dada las funciones

Prof. Humberto F. Valera Castro .




Matemadticas IV

a. ;Pueden estas funciones formar un conjunto fundamental de soluciones para un sistema lineal
homogéneo
5 _ .5
dat Y
con A(t) continua sobre un intervalo abierto? Si su respuesta es afirmativa, indique cudl es
dicho intervalo.

b. Halle A(t).

A
a. Como
t -t
W,y =|e € |=e2t—1
(3’1 yZ) et et
es distinto de cero siy sélo si et # 1,parat # 0.
Por lo tanto las funciones dadas forman un conjunto de soluciones en todo R — {0} y
podemos elegir el intervalo igual a (0,0) 6 (—,0).
b. Sea A(t) = (an alz). Sustituyendo y, en el sistema
Az1 Az
d ->
5 _ -
dt
Obtenemos
(et) _ (an alz) (et)
et A1 Az \pt
es decir,
€t=a11€t+a126t a11+a12 - 1
=
€t=a21€t+a22€t a21+a22=1

Por otra parte, Sustituyendo 7y, en el sistema
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dy
— = Av
ac Y
Obtenemos
(—e_t) _ (a11 a12) (e‘t)
et Az1 A/ \ gt
es decir,
_e_t = alle_t + alzet a11 + a12€2t - _1
=
el = az et + ayet Ay, + aye?t =e?t

Ahora bien,

a11 +a12 == 1

:(eZt—l)au:—Zzalz:Zt—l, x#0
a11 + a12€2t = _1 €
Luego,
e?t +1
a, =1—-ay, =—62t—1
De forma andloga, se obtiene
a21 + a22 - 1
= (e —1Day, =e?* —1=a,, =1, x #0
a21 + a226’2t = eZt
Luego,
a11 = 0
Por lo tanto,
e?t +1 -2
At) = | g2t — 1 o2t —1
0 1
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Ejemplo 4.4.5

Halle el conjunto fundamental de soluciones del sistema

d_x=(1/t 0)55
dt 1 -t

- x 4
A Sustituyendo x = (x;)en la ecuacion

dx; %

dt =(1/t 0)(x1)=< T )
X2

1 t xl_txz

dx, —
dt
Es decir,
dx;  x;
dt t
Yy
dx; .
dt X1 X2

Podemos resolver la primera de estas ecuaciones, ya que es una ecuacion diferencial ordinaria

de ler orden:

dx X dx dt
1_ L 1—T=>x1=C1t

—_— ==
dt t Xq
Ahora bien, sustituyendo este resultado en la sequnda ecuacion, se tiene que

de dxz de

szl—txzzClt—txz :>E=(C1—X2)t:>m:tdt
t? 2

=>—ln|C1—x2|=7+K2=>61—X2=Bze_t /2

= xZ = Cl + Cze_tz/z
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Por lo tanto,

C
%= (2) - (C1 + CiZ‘fz/Z) =G (D e (e—?z/z)

Observemos que

(BN B I

Por lo tanto, {(i) , (e _?2/2)} son linealmente independientes y forman un conjunto fundamental

de soluciones para la ecuacién dada.

4.5 Resolucion de sistemas lineales homogéneos con coeficientes

constantes

4.5.1 Valores propios y vectores propios

Ky
KZ =2

Supongamos que X = e*t = Ke es un vector solucién del sistema

Ky

entonces

d - - - - - - —
7 (Ke?t) = AKe* = AKe™ = AKe* = JK = AK = (A— ADK =0

Lo cual es equivalente a
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I{ (a11 - A)K]_ + a12K2 + -+ aann =0

4 a21K1 + (azz - ){)KZ + -+ aZnKn = 0
I :

k an1K1 + ansz + -4 (ann - A)Kn == 0

Recordemos que, un sistema homogéneo tiene solucién no trivial si el determinante de la matriz

asociada al sistema es igual a cero, es decir,
det(A—AI) = 0.

Los valores que satisfacen esta ultima ecuacién llamada ecuacion caracteristica de A, son

llamados valores propios o autovalores. Un vector soluciéon K correspondiente a un valor A es

llamado vector propio o autovector.

4.5.1.1 Valores propios reales y distintos

Cuando la matriz A, «, posee n valores propios y distintos A4, A,, ..., A,, siempre se puede

encontrar un conjunto de n vectores propios linealmente independientes K;,K,, ...,K,, y

- > > -
X, = KjeMt, %, = K,e2t, .. X, = K,e’t

es un conjunto fundamental de soluciones del sistema

dx

— = Ax
a

en (—oo, )
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4.5.1.1.1 Teorema
Sean A4, A,, ..., A, valores propios distintos de la matriz A de los coeficientes del sistema

dx

— = Ax
ac

- = —
y sean K;,K,,...,K, los correspondientes vectores propios. Entonces, la solucion general del

sistema homogéneo estd dada por

Ejemplo 4.5.1.1
Resolver

df_(o 1)ﬁ

ar  \2 3)*

A Determinemos los valores propios y vectores propios de la matriz de coeficientes.

De la ecuacion caracteristica

-1

deta-an =25 1 =2

Z_314+2=1-2)A1-1)=0

Luego los valores propiosson A, =1 y 1, =2

Veamos cuales son los vectores propios asociados a cada valor propio.

- X
Para A, = 1, el vector propio K; = ()’1) satisface

a-anki=0= (73 5060 =0 = DG6)=0)

Resolviendo este sistema de ecuaciones, obtenemos que x; = y,, de donde
- X1 X1 1
Bi=(5) = () = ()
1 V1 X1 1/ 71

Prof. Humberto F. Valera Castro .




Matemadticas IV

- X
De forma andloga, para A, = 2, el vector propio K, = ()’2) satisface

7 —A; 1 X2\ _ (0 -2 1\ (*2\ _ (0
(4= 2,DK, =0= (—2 3 — ,12) ) =)= 6=
Resolviendo este sistema de ecuaciones, obtenemos que 2x, = y,, de donde
= (X2 _ X2\ _ (1
Kz = (yz) - (sz) - (2) X2:
Luego las soluciones del sistema dado estdn generadas por las soluciones particulares
#i=(1)ets 2=()e

Por lo tanto, la solucién general del sistema es

S . . 1 1 c,et +c,e?t
¥=cdit et = (7)o + (5) e = (0 2

Ejemplo 4.5.1.2

Resolver el problema de valores iniciales

(dxy
— = —4x; + x; + x3
dt 1
dx 5
dt 0
dxs
LW == Xy — 3.X3
A Calculemos los autovalores
—4 -2 1 1
det(A—AD=| 1 5-12 -1 |=—A+3)1+4)1-5)=0
0 1 -3-1
Luego los valores propios son A, = =3, 1, =—4 y A3 =5
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X1

Para A, = =3, el vector propio <x2> satisface
X3

-1 1 1 X1 0
0 1 0/ \x3 0

usando el método de Gauss-Jordan, se obtiene

-1 1 110 1 0 -1
1 8 —-1(0)—(0 1 0
0 0 0 O
Por lo tanto, x; = x5 y x, = 0, de donde

0O 1 o0
X1 X3 1
Xy | = 0|= 0 X3
X3 X3 1
X1

Para A, = —4, el vector propio <x2> satisface
X3

0 1 1 X1 0
1 9 —-1|(*]=1]0
0 1 1 X3 0

usando el método de Gauss-Jordan, se obtiene

0
0
0

0 1 110 1 0 -10(0

1 9 —-10|—(0 1 1 (0

0 1 110 0 0 o010
Por lo tanto, x; = 10x3 y x, = —Xx3, de donde

x1 1OX3 10
X3 X3 1

Por ultimo, cuando A; = 5, las matrices aumentadas

139
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Por lo tanto, x; = x5 y x, = 8x3, de donde

(2)-

-9 1 1
1 0 -1

0 1 -8

1 0
-

0 0 O
1x5 1
)-(0)
X3 1

-1
-8

0
0
0

Se concluye que la solucién general del sistema es

1 10 1
X=c|0]e 3 +c,| —1|e*+c3(8]e
1 1 1

1

Usando la condicién inicial ¥(0) = (3) obtenemos

0

)= (t) =)ol

y resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos finalmente que

10 1

9 72
1 e—4t + 1 eSt
9 9
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4.5.1.2 Valores propios reales repetidos

Por supuesto, no todos los n valores propios de A4,2,,...,A,, de una matriz A, ., deben ser
distintos, es decir, algunos de los valores propios podrian ser repetidos. Por ejemplo, se
demuestra con facilidad que la ecuacion caracteristica de la matriz de coeficientes en el sistema

dX 3 —18),

dt (2 3 )3
Se obtiene con facilidad que

1+3)2=0

y por lo tanto, A, = A, = —3 es una raiz de multiplicidad dos. Para este valor se encuentra el

vector propio unico
_ (3 5 (3) -3¢
K, = (1) de modo que X, = (1)e

Es solucion del sistema. Pero como es obvio que se estd interesado en formar la solucion general

del sistema, y para ello se necesita encontrar una sequnda solucion.

En general, si m es un entero positivo y (A — A1,)™ es un factor de la ecuacién caracteristica,
mientras que (A — A,)™*! no es u factor, entonces se dice que A, es un valor propio de

multiplicidad m. En los tres ejemplos que se dan a continuacion se ilustran los casos siguientes:

i.  Paraalgunas matrices A, x, podria ser posible encontrar m vectores propios linealmente

—

independientes 1?1,1_()2, ..., K, que corresponden a un valor propio A, de multiplicidad
m < n. En este caso, la solucién general del sistema contiene la combinacién lineal.
o KietMt + o, K,ett + - 4 ¢, K e Mt
ii.  Si sélo hay un vector propio que corresponde al valor propio A, de multiplicidad m,
entonces siempre se puede encontrar m soluciones linealmente independientes de la
forma

—
fl - Klleﬁlt

fz = Kthellt + Kzzellt
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tm—l tm—Z

(m—1)! (m—2)!

—

X = K1 eMt +.. + K, et

.
donde K;; son vectores columnas.

I. Valores propios de multiplicidad dos

Comencemos por considerar valores de multiplicidad dos.
Ejemplo 4.5.1.2.1

Resuelva
dx 1 -2 2 .
w7 )
A Al desarrollar el determinante en la ecuacion caracteristica

1-1 =2 2
-2 1-1 =2
2 -2 1-2

det(A— Al =

Se obtiene -(A+1)?2(A—5)=0. Seveque A, =1, =—1 y 13 =5.
X1

Para A, = —1, el vector propio <x2> satisface
X3

2 =2 2 X1 0
-2 2 =2||*2)=|0
2 =2 2 X3 0

con la eliminacion de Gauss-Jordan se obtiene de inmediato

2 =2 210 1 -1 1|0
(A+I|0)=<—2 2 =2/10|—-10 O OO)
2 =2 210 0 0 olo
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La primera fila indica que x; — x, + x3 = 0, o0 bien, x; = x, — x3. Tomando x, =1, x5 =0,

X, =1, x3 =1 producen, a su vez x; =11y x; =0. Asi que dos vectores propios que

. 1 . 0
0 1

Puesto que ningun vector propio es un miultiplo constante del otro, se han encontrado dos

correspondea A; = —1 son

soluciones linealmente independientes,

1 0
X,=(1letyx,=(1]et
0 1

Que corresponden al mismo valor propio. Por ultimo para A; = 5, tenemos

-4 -2 210 1 0 -1/0
(A+10)=({-2 -4 -=2/10|—-(0 1 110
2 =2 —410 0 0 010

Luego, x; = x, y x, = —x3. Alseleccionar x; = 1, se obtiene x; = 1, x, = —1; asi que el tercer

vector propio es

Por lo tanto, la solucién general del sistema es
1 0 1
X=c|1]et+ct|1]et+|—-1]e
0 1 1

Suponga que A, es un valor propio de multiplicidad dos y que sélo hay un vector propio

Segunda solucion

relacionado con este valor. Se puede encontrar una sequnda solucién de la forma

X, = Kte?Mt + petit
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k1 pl
donde K = k:Z y P= pz
k'n_ pTL

Para ver esto, sustituimos en el sistema

dx
dt

Y simplificando
(AE - )Lll_c))te’llt + (Aﬁ — 1P - E)e’llt =0
Puesto que esta ultima ecuacion se cumple para los valores de t, se debe tener
A=21Dk=0 ... (1)
A=A1DP=k ... )

La ecuacion (1) simplemente expresa que k debe ser un vector caracteristico de A asociado con

A1t

Ay. Al resolver (1), se encuentra una solucién ¥, = ke™t. Para hallar la segunda solucién X,,

solo se necesita resolver el sistema adicional (2) para obtener el vector P.

Ejemplo 4.5.1.2.2

Resuelva

dx —18\ .
d_}: - (3 —198)x

A Se obtiene con facilidad que (A+ 3)?> =0 y, por tanto, A, = A, = =3 es una raiz de

multiplicidad dos. Para este valor se encuentra el vector propio tnico K= (i) y cuya solucién

es X, = (i) e 3¢,
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Ahora bien, tenemos el sistema donde K= (i) y P= (5;)

6p; — 18p, = 3 1—6p,
e =
2py—6p, =1 P1 2

(A13+313)=E=>{

). Asi se encuentra que

1
Al elegir p; = % se encuentra que p, = 0. Por consiguiente P= (E
0

5= (%) tei 4 (1éz)e—w

entonces, la solucién general es

II. Valores propios de multiplicidad tres

Cuando la matriz de coeficientes A tiene sélo un vector propio relacionado con un vector

propio A, de multiplicidad tres, se puede encontrar una sequnda solucioén de la forma
%, = KteMt + Pelat

Y una tercera soluciéon de la forma

N —>t2 - -
X3 = K?ellt + Pte1t + QeMt

kq P1 a1
donde K = k:Z , P= P:z y Q= q:z
k, Pn an

Al sustituir en el sistema
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Se encuentra que los vectores K, P y 5 deben satisfacer

A=2Dk=0 ... (3)
A=DP=k .. (4)
A-A1DQ=P ... (5)

Las soluciones (3) y (4) se pueden usar para formar las soluciones X; y X,.

Ejemplo 4.5.1.2.3

Resuelva

“ (i 1),
at \g o 2

A La ecuacién caracteristica (A —2)3 =0 muestra que A, =2 es un valor propio de

multiplicidad tres. Al resolver (A — Al)E = 0, se encuentra el tnico vector propio

“f

A continuacién se resuelve los sistemas (A—2A)P =k y (A—21,)0 =P en sucesién y se

0 0
) el
0 1/5

Luego la solucién general del sistema es
1\ ¢2 0 0
(0)762t + (1) te?t + —6/5]e?
0 0 1/5

1 1 0
X=c (0) e?t + ¢, (0) te?t + (1) e?t
0 0 0
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Observacion

Cuando un valor propio A, tiene multiplicidad m, se pueden determinar m vectores propios
linealmente independientes o el nimero de vectores correspondientes es menor que m. Por lo
tanto, los dos casos dados anteriormente no son todas las posibilidades en las que puede ocurrir
un valor propio repetido. Puede suceder, por ejemplo que una matriz 5 X 5 tenga un valor
propio de multiplicidad cinco y existan tres vectores propios correspondientes linealmente

independientes.

4.6 Repaso de nitmeros complejos

Recuerde que los numeros complejos se representan por expresiones de la forma z = a + bi,

donde a y b son niimeros reales, e i = V=1, es decir, i% = 1.
La parte real Re(z) = a, y su parte imaginaria Im(z) = b
La suma de nimeros complejos se define por
(a+bi))+(c+di)=(a+b)+ (b+d)i
La multiplicacién se define por
(a + bi))(c + di) = ac + (ad + bc)i + bdi? = (ac — bd) + (ad + bc)i

La division de niimeros complejos se define por

l

a+bi_(a+bi)(c—di) _(ac+bd) (bc—ad)
c+di (c+di)(c—di) \c2+az? c? + d?

Siempre que ¢ + di # 0.

El conjugado de z = a + bi es el niumero complejo Z = a — bi, siempre que ay b sean niimeros

reales.

Es facil verificar que, para todo niimero complejo z = a + bi, se tiene
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A
5 i, zZ=a*+Db?

Re(z) = % I = —

Los numeros complejos se representan geométricamente considerando al eje x como eje real y
al eje y como eje imaginario, para entonces identificar cualquier niimero complejo z = a + bi

con el punto (a, b) de R?. Por tal motivo, en coordenadas polaresr y 0 se tiene

z=a+ bi =rcosO + (rsenB)i = r(cos + isen0)

llamada forma polar del niimero complejo. El nimero real r = Va? + b? se llama valor

absoluto o modulo de z (y se denota |z|) y 0 se llama argumento de z (se denota arg(z)).

(a,b)

¥

De forma abreviada
cis@ = cosO + isenf
Y entonces la forma polar de

z =1(cosO + isenf) = rCis 6
Se demuestra por el método de induccién completa, que
(rCis 8)™ = r"Cis no Foérmula de Moivre

De lo que se deduce que

0 2km
u, = r'/"Cis <— + —) k=012,..,n—1,
n n
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Son todas las soluciones de la ecuacion u™ = rCis 0, es decir

n 6 2km
VrCis 6 = Tl/nCiS <E+T),k = 0,1,2, e, 1 — 1

Si w = x + yi, con x ey ntimeros reales, se define
eV = e*(cosy + iseny) = e*Cis y
y entonces un niumero complejo z = rCis 6 se puede expresra como

z = |z|et®

Llamada forma exponencial de z ¢

4.6.1.3 Valores propios complejos

Si A es una matriz n X n con coeficientes reales y u es un autovalor complejo de A, entonces

U y [ son dos raices distintas del polinomio caracteristico det(A — Al).

Teorema 4.2.1.3.1

Si A es una matriz n X n con coeficientes reales y u es un autovalor complejo de A y K un

autovector asociado a u (I?) € (C"). Entonces,
X, = Re(e“tl_()) y X, = Im(e“tl_())
Son soluciones linealmente independientes del sistema

dx

AR
at
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Ejemplo 4.6.1.3.1

Resolver

rdx B
i X Z
dy

1 —=x+
ac Y
dz B

\E y+ 2z

A El polinomio caracteristico de A esta dado por

1-21 0 -2
det(A—Al)=| 1 1-12 0|=-2+422-51=-2(1*-41+5)
0 1 2

=-2(1-22+1D)=-21-2-DA -2+
Asi, los auto valoresson 2, =0, A, =2+i y A3=1,=2—1i
Ahora hallamos los auto vectores.

Para A, = 0. Tenemos que

1 0 -2\ ,a 0
A-ADv= (1 1 0 )(b) = (0)
0 1 2 c 0

Usando Gauss-Jordan, obtenemos
1 0 2|0 1 0 2|0 1 0 -2
11 0|0)]»{0 1 2|0]>{0 1 2
0 0 1 210 0 0 O

0 1 2

0
0
0

Entonces
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2
Luego el auto vector asociado a A, = 0 es| —2 | y en consecuencia, tenemos una solucion dada,
1

2 2
551 =|-2 eOt =1|-2
1 1

Por otra parte, para el auto valor A, = 2 + i, obtenemos
—-1—i 0 -2\ /a 0
(A= 2,Dv = 1 -1—-i O <b) =10
0 1 —i/ \c 0

Usando Gauss-Jordan, obtenemos
—-1-—i 0 —2|0 1 —-1—-i 0]0 1 -1—-i O
1 —-1—-i 0|0)->({—-1-1i 0 =20 =10 —2i -2
0 0 1 —il0 0 1 —i
0 1 -1-—-i 0|0
0|]—10 1 —i|0
0 0 0 010

0 1 -1
1 -1-7 O
- (0 1 —i

por

0
0
0

0 1 —i
Entonces
; a -1+1i)c -1+
{a=(1+l)b —3=(p)= ( ic) _ ; c
b =ic c - 1
-1+
Luego el auto vector asociadoa A, =2 + 1 es i , con lo cual, tenemos dos soluciones
1
X, =Re(Z(t)) y %3 =Im(Z(t))
Donde
-1+ _ -1+
Z(t) = i e+t — i e?'(cost + isent) =
1 1
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—sent + icost

(—cost — sent + icost — isent)
— ,2t
=e

cost + isent

—cost — sent cost — sent
= e?t ( —sent ) + ie?t < cost )
cost sent

Asi,

—cost — sent cost — sent
X, = e“( —sent > y X3 = e”( cost )

cost sent

Luego la solucién general del sistema estd dada por

2 —cost — sent cost — sent
xt)=C | -2+ C26’2t< —sent ) + C3e2t< cost >

1 cost sent

Ejemplo 4.6.1.3.2

Resolver

rdx_

A Observe que

0N
I
_O OO

0
0
1
0

oo O -
NO kO

por lo que, desarrollando el determinante por cofactores de la primera columna, se tiene

-1 1 0 1 0 O
det(A— Al = —Adet( 0o -1 1 ) + det (—/1 1 0)

0 -2 -1 0 -1 1
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— M2 +1=+1)2=(QA+D@A-D)°

Entonces los auto valores son 1, =i y A, =—i, ambos de multiplicidad 2. Para hallar los

correspondientes autovectores se debe resolver el sistema

(A-—ADk=0, k=

Qo T Q

Usando el método de Gauss-Jordan se tiene

—i 1 0 0 —i 1 0 O —i 1 0 O
0 —i 1 0 \fefatifif 0 —i 1 0 \fa2fstf2| 0 —i i 0
0 0 —i 1 0 0 —i 1 0 0 —i 1
-1 0 -2 —i 0 i —2 =i 0 0 -1 —i
—i 1 0 O
famfatifs 0O —i i 0
0 0 —i 1
O 0 0 O
Por lo tanto se obtiene
ia =-b a=id i
ib = —ic b=-— =>E= -1 d
ic=d c=—id —1
d=d d=d 1
Entonces,
i i
4 _ -1 it -1 .
Z,(t) = S et = - | (cost + isent)
1 1

Como A, = i es de multiplicidad 2, debemos encontrar otra solucion de la forma

7 = et(P + tK)

donde k y P satisfacen
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(A-iDK=0 y (A-iDP=K

-

Reemplazando k= _1, en la sequnda ecuacion nos conduce al sistema de ecuaciones
—i
1
—ia +b =1
—ib+ ¢ =-1
ic+d =—i
—2c—id =1

Cuya solucién general es (hdgalo como ejercicio)

—3+id -3 i
P = —2i - d)|_[—2i n —1_ d
1—-id 1 —i
d 0 1
-3
Tomemos d = 0 resultando P = _12l
0
-3 —i -3+t
Z, =elt —2l| 4y _1_ = (cost + isent) —21 —t
1 —i 1—it
0 1 t
Finalmente,
21 = Re(ZZ), .7_52 = Im(Z_)l), .7_6')3 = Re(z—>2), i‘l- = Im(Z—>2),
—sent cost —3cost — tsent —3sent — tcost
> _ | —cost ). > _|—sent). > _ | —tcost+ 2sent ). = _ | —2cost — tsent
X1 = y X2 = y X3 = y X4 =
sent —cost cost + tsent —tcost + sent
cost sent tcost tsent
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Capitulo 5

5. Sistemas de ecuaciones diferenciales no homogéneos

5.1 Solucion general de un sistema no homogéneo

Consideremos el sistema SEDL no homogéneo

dx

— =A% +G,
at

donde A(t) es continua,y sea X, una solucién particular cualquiera. Entonces Xy, es una solucién

del SEDL homogéneo

dx

—=A%
dc

siy sélo si, y = Xy + X, es una solucién del SEDL no homogéneo

df—A*+5
ac  *

Si X4, fz, v fn es un conjunto fundamental de soluciones del sistema homogéneo

dx

_=A_)
ac

en el intervalo I, entonces su solucion general en el intervalo I es la combinacion lineal

X11 X12 X1n

X21 X22 X2n
J_C)=C1f1+C2f2+"'+Cn?_C)n=C1 : +C2 . +"'+Cn .

xnl xnz xnn

C1x11 + szlz + b + Cnxln
C1x21 + szzz + + Cann
C1Xp1 + CoXpo + o+ + CpnXpn
Prof. Humberto F. Valera Castro .
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Esta ultima matriz se reconoce como el producto de una matriz n X n con una matriz n X 1.

En otras palabras, la solucion general del sistema homogéneo se puede escribir como el producto
(1) = $(C

donde C es un vector columna de n X 1 constantes arbitrarias c4,C,, ...,C, Y la matriz n Xn ,

cuyas columnas consisten en los elementos de los vectores solucién del sistema

i .
— = Ax,
dt
X11 X112 X1n
> X21  X22 Xon
¢(t) = : . :
Xn1 Xnz2 e Xnn

Se llama matriz fundamental del sistema en el intervalo 1.

5.1 Método de Variacion de parametros

Hemos visto que podemos expresar la solucion general del sistema homogéneo

dx

— = Ax
a2

Como X = qf)f‘,y cada vector C € R induce una solucién de dicho sistema.

Supongamos que la matriz columna C que en principio es constante, depende de t, es decir, que

X, (t) = $(t)5(t) sea solucion particular del sistema no homogéneo

dx

— =A%+G
ac

es decir,
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dz, d($OC®)

dt dt =4 ($(t)5(t)) + G ().
Entonces, como
d (a(t)f(t)) d(/)(t) 3 ( )
dt
Obtenemos que
—¢( Viw+d0 J A(OC®)+E®
Ahora bien,
qb(t) = AOF®,
Tenemos que
S o S dc o i
ADOC(E) + o(2) Cit) = A[)P()C(E) + G(¢)
Luego,
L .dC B
ORI

Ahora bien, observemos que las columnas de la matriz $(t) son vectores linealmente

independientes, por lo tanto, $(t) es una matriz invertible, entonces

10 (s0) éw

Integrando tenemos,

G(t) = f (@) G@at

Sustituyendo, obtenemos que la solucion particular
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50 =60 [ (60) G0

Ejemplo 5.1.1

Resuelva el sistema con condiciones iniciales

71
To(F LEe(®) o= W
25

en (—oo, )

A Primero hallemos la solucion homogénea, es decir, se resuelve el sistema homogéneo

asociado

dx (- R
d_f=(23 —14)"

La ecuacion caracteristica asociado es

1

=@+ =0

det(a—21) = |73
Asi que los valores propios son Ay = =2 y A, = =5.

Para A, = =2, sea Kk = (Z)
(5 DG =0 =G t=a=r=F=(3)=())s
Luego, ¥, = (1) e %t = (2:22)

Para A, = =5, sea k= (Z)

G VG =@ =laisZo=2e=v=E=(5)=(5)a
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Luego, X, = (_12) e >t = (_ez_:—tst)

Ahora bien, la matriz fundamental del sistema viene dada por

e—Zt e—5t )
e—Zt_ze—St

$6) = (

Recordemos que la matriz inversa de una matriz de 2 X 2 es fdcil de calcular mediante la
formula
-1

(@ B o () (¢ By=(L )

Asl, tenemos que

1 1 5t 5t EQZt 132t
e o —2e 7t —e” 13 3
(6) —(_ge_n)(_e_u )= 1.1,
3 3
De donde se obtiene
1 P L
S N 7 2o LR _ (et et 3 3 3t
xp(t)—ﬁb(t)f(d)(t)) G(t)dt_(e—Zt_Ze—St)f 1., 1, (e—t)dt
—e ——e
3 3
2te?t 4+ —et te?t — leZt + let
_ (e—Zt e—St J 3 dt = (e—Zt e—5t ) 2 3
e 2t—2¢75t eSt_leALt e ?t—2e7t lteSt _ iQSt_ieM
3 5 25 12
6, 27 1 _,
_[5" " 5074°
3,21 1,
5° 50 2°

Por consiguiente, la solucion general en el intervalo es

Prof. Humberto F. Valera Castro .



{0 Matemadticas IV

6 . 27 N 1,
Lo . _ (e e7St ey [51T 507 2°
X=Xpt+Xx,= (e—Zt_ze—St) (Cz) 3t 21+1 .
5° 750 2°
6 27 1
— o (1) 2 1Y st o (5 )p—[50 )4 [ 4],
_Cl(l)e +cz(_2)e + 3 t 21 + 1€
5 50 2
Ahora bien, usando la condicion inicial, tenemos que
71 27 1 71
ey _ | 100 1 1\ _[50 4\ _|{ 100 cite=1
0 =| H3]=a (1) + e (_2) 21T\ 1]= 237 {cl —2¢, = -1
25 50 2 25
Por lo tanto la solucién al problema de valores iniciales es
6 27 1
- _ 1 -2t E 1 -5t g — E Z -t
70 =3() e +3( e+ 3] 21 + 1)
5 50 2

Ejemplo 5.1.2

Resuelva el sistema de ecuaciones

x\ _ (0 —1\(X sect
(y’>_(1 0)(y)+( 0 )
A Calculemos la solucion homogénea asociada al sistema

det(A-an =|7" | =R+1=Q-D0+D =020 =iy 4, =i

Para A, =i, sea k= (Z)

. Prof. Humberto F. Valera Castro



Matematicas IV 161

Reduciendo la matriz A — il

Entonces,a—ib=0=>a=ib

. . i :
Luego un auto vector asociadoa A; =i es (1), lo cual genera dos soluciones

X =Re(Zz®)) y % =Im(Z(®))

donde

i . i icost — sent
= (cost +isent) (1) = ([ "2
1) (cost + isent) 1 cost + isent

Z(t) = eit(

(—sent) . (cost)
+1
cost sent
Asi,
7 = (—Sent) 7 = (cost)
L cost Y X2 = \gent
Por lo tanto, la solucion homogénea esta dada por

P (—sent)+c (cost)
h = "1\ cost z2\sent

Hallemos la solucion particular del sistema

La matriz fundamental asociada al sistema y su inversa vienen dada por

$(t) _ (—sent cost) y ((T)(t))—l _ y 1 ﬁadqu _ (_1)( sent —cost)

cost  sent etd —cost —sent

Luego,

5,0 =60 [ (F0) " Goae = (7ene costy [(sene costy(secty

cost sent cost sent
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_(—sent cost) (—tant)dt_(—sent cost)(—ln|cost|)
~ \cost sent -1 cost  sent —t

_ ( sent In|cost — tcos t| )
—cost In|cost — tsen t|

Finalmente la solucidn general del sistema no-homogéneo estd dada por

tatl

S S —sent cost sen t In|cost — tcos t]|
i=int i =a( o0 )+ e (o)

N cost sent —cost In|cost — tsen t]|
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Capitulo 6

6. Ecuaciones diferenciales de orden n (n > 1) a coeficientes constante

Una ecuacién de la forma
an(D)y" + ap1 (OY" "+ + a1 (DY + ao(B)y = g(©)

donde a,,a,,..,a, Yy f son funciones definidas en un intervalo I. Se conoce como ecuacioén

diferencial lineal de orden n.
Supondremos que a,,(t) = 1,para todo t € I, con lo cual obtenemos una ecuacién de la forma
yr+a,_ )y 1+ +a, )y +a,®)y=g1) .. (1)

A una ecuacién de este tipo es posible asociarle un operador diferencial de la forma siguiente:

denotemos por D a la derivada usual de funciones

D= d
dt
y hacemos
L,=D"+a, ;(&)D" '+ -+ a,(t)D' + a,(t)D° ............ (2)

donde D° = I la transformacién identidad.

Es claro que D* sélo puede ser aplicado a las funciones que tienen al menos k derivadas, luego
D¥ estd definido en el espacio vectorial de las funciones a valores reales con k derivadas,
denotado por U(k). L, estd definido en el espacio U(n). Como la derivada es lineal, tenemos que

L,también es lineal, es decir, si a, b son escalares (reale o complejos) y f, g € U(n), entonces

Ln(af + bg) = Can(f) + bLn(g)
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Observemos que el conjunto de soluciones de la ecuacion diferencial L,(y) =0, forma un
subespacio vectorial de U(n), ya que dicho conjunto es el espacio anulador o nticleo de L,,.

Denotemos por V,,dicho espacio.
Con esta notacion, la ecuacién diferencial se escribe como
DM(y(®) + an 1 (OD"(y(®)) + -+ + as (DD (¥(®)) + 2 (O (¥(®)) = g(t)
O simplemente
L,(y(®)) = f(t),para todo t € I
Si f(t) = 0, entonces la EDO es una ecuacién lineal homogénea, de no ser asi, es no homogénea
La solucién general de EDO lineal es de la forma
Y6 =Ynt ¥

donde la funcion yy, es la solucién de la ecuacion lineal homogénea asociaday 'y, es la solucion

particular.

Observemos, por otra parte, que siempre es posible expresar una EDO lineal de orden n mediante
un sistema de n ecuaciones lineales de orden 1 con n incégnitas. Mds precisamente, dada la

ecuacion (1) podemos hacer

xl = y; xZ = y,! '"!xn—l = y(n_Z)!xn = y(n—l)

Xp =Yt = —ap gy o —ay —agy + g

Obtenemos el sistema

x1 = xz

xz = x3
Xpn-1 = Xn
Xp = —0pX; —AQXy — " —An_1Xpt g
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Expresando este sistema en notacién matricial, obtenemos

d)?—A*+5
ac =
Donde
0O 1 0 - 0 0
/0 0 1 0 0 \ 0
_ P =_1|0
A 00 0 1 0 ye=1.|
0 0 0 0 1 \0/
—Qp—A1—Ax""" A2~ 0n—1 g
+
Ejemplo 6.1

Escribir la ecuacion

3
v+ 5)/"—537' +y=0
Como un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, y encuentre el polinomio

caracteristico de la matriz A asociado al sistema.

rrs

A Para encontrar el sistema, hacemos x; =y, X, =y, X3 =y

x1 = XZ
xz - x3
kx?) - —x1 + Exz - 5x3

En forma matricial, tenemos un sistema homogéneo

donde
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0 1 0
A=<O 0 1)
-1 3/2 -5

El polinomio caracteristico de A estd dado por

A -1 0
0 A -1
1 —-3/2 A+5

3
det(Al — A) = =/13+5/12—§/1+1

Observemos que el operador diferencial de la ecuacién estd dado por

_piicpz S
L=D*+5D*—>D+1

Teorema 6.1
Sea L,,(y) = 0 una EDO lineal homogénea, donde

L,=D"+a,_;(&)D* 1+ -+ a,(t)D* + a,(t)D°
Con a;,0<j<n-—1 y g funciones continuas sobre un intervalo I. Si {y,y,,...,¥,} es un

conjunto linealmente independiente de n soluciones de L,(y) =0, existen constantes

C1,Co, ..., Cy tales que

Yh=CY1+C Y+ + Cu¥n

Definicion 5.1

Un conjunto {y,, V5, ..., Yo} de n soluciones linealmente independiente de L, (y) = 0 es llamado

un conjunto fundamental de soluciones.
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Definicion 5.2

Sea {yy, Vs, ..., Yo} un conjunto de soluciones de L, (y) = 0. El Wronskiano de las n soluciones

Y1, Y2, -, Vn €std dado por

71 2
W (Y1, V2, er V) = det 51 52 -
yl(n—l) yz(n—1) yr(ln_l)

Teorema 6.2
Sean yy,ys,, ..., ¥, Soluciones de L,,(y) = 0, donde

L,=D"+a,_;(&)D" 1+ -+ a,(t)D* + a,(t)D°

con a;,0 <j<n-—1y g funciones continuas sobre un intervalo .

Entonces, {y,, V5, ..., Yo} es linealmente independiente siy sélo si W (yy, V5, ..., V) (to) # 0 para

algunt, € I.

Ejemplo 6.2
Verifique que
y1(x) = e?*, y,(x) = xe®*, y;(x) = e3*
Son soluciones LI de la ecuacion diferencial
y ' =7y"+16y ' —12y =0

A Sedeja al lector verificar que y,, y,, y3 son soluciones. Para ver que son LI se aplica el teorema
6.2. Observe que los coeficientes de la ecuacion son constantes y por lo tanto continuas para todo

x en R Por ello basta verificar, por ejemplo, que
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W (1, y2,y3)(0) # 0

Ahora bien,
e xe™ o e¥ 10 1
W(yll Y2, y3)(0) = det Zezx (1 + Zx)er 3e3x = det (2 1 3) =1=%0
4% (4+4x0)e™ 9e> 4 49

x=0

6.1 Solucion de la ecuacion diferencial lineal homogénea con

coeficientes constantes

Sea
L,=D"+a,_ D" 1+ -+ a, D'+ a,D°

con aj, 0 < j <n — 1 constantes reales, y supongamos que
y(@) = e
es una solucién de la EDO homogénea L, (y) = 0,tenemos que
L,(e*) = (D™ + ap_,D™ ' + -+ a;D* + a, D) (e?)
= A"e + q,_ A" teM + ... + a et + aget
= (A" + @ AV o+ ad + ag)ett

El polinomio P(A) = A"+ a,_A" '+ -+ a;A+ a, es llamado polinomio caracteristico

asociado al operador L,
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6.1.1 Ecuaciones de orden dos

Consideremos la ecuacion diferencial lineal homogénea de 2do orden con coeficientes constantes
ay”+by +cy=0
El polinomio caracteristico asociado a la EDO es de la forma
ar’> +bA+c=0

Ahora bien las dos raices de este polinomio son

—b +Vb?% — 4ac —b —Vb?% — 4ac
17 2a y Az = 2a

La naturaleza de 1, y A, depende del signo del discriminante A= b? — 4ac
Entonces debemos considerar los casos siguientes:
Casol

SiA> 0, las raices A; y A, son reales y distintas, la solucion general de la ecuacion homogénea

es
y = clellx + czeAZx
donde c; y c, son constantes.

Caso I1

Si A= 0, las raices A; y A, son iguales, la solucién general de la ecuacion homogénea es
y = c,e’* + c,xeM*
Caso 111

Si A< 0, las raices A; y A, son complejas, es decir, \y = a+if y I, =a—if
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y la solucién general de la ecuacion diferencial es

y = e (cycosBx + c,senfx)

Ejemplo 6.1.1.1
Resolver la ecuacion diferencial

d*y dy ,
W—Z\/ga+5y—0, y(0)=0, y(0)=3

A La ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion diferencial es:

A2 —2/514+5=0

Cuyas raices son 1, = A, = /5, luego

y = cle‘/gx + czxe‘/gx

Para obtener el valor de las constantes, usamos las condiciones iniciales dadas

Tenemos:

y=ceV30 +¢,0e¥50 =0 = ¢, =0
Luego

y = czxe‘/gx >y = cze‘/gx + czx\/ge‘/gx

como y’(0) = 3, tenemos que ¢, = 3
Por lo tanto la solucién general es

y = 3xeV5*
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Ejemplo 6.1.1.2
Resolver la ecuacion diferencial 6y —y —y =0

A La ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion diferencial es

612 —1—1=0

Cuyas raices son

luego
La solucidn general es:
1 _1
y =ce2z” +ce 3
Ejemplo 6.1.1.3
Resolver la ecuaciéon y”" + 2y = 0

A La ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion diferencial es

A2+2=0

cuyas raices son complejas, es decir,

luego la solucién es:

y = clcosﬁx + czsen\/zx

171
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6.1.2 Ecuaciones de orden superior

En general, para resolver una ecuacion diferencial de orden n

yr+a,_y* 1+t ay +ay =0

con a;, 0 <j <n—1constantes reales
Debemos resolver una ecuacion caracteristica de grado n

Mta, AT+t +a,=0
Si todas las raices de del polinomio auxiliar son reales y distintas, entonces la solucién general

de de la EDO es

y = cieM* + c e 4 o 4 g etn®
Es algo mads dificil resumir los andlogos del caso Il y del caso I1l porque las raices de una ecuacion
auxiliar de grado mayor que dos pueden aparecer en muchas combinaciones. Por ejemplo, una
ecuacion de quinto grado podria tener cinco raices reales distintas, tres raices reales distintas y
dos complejas, una raiz real y cuatro complejas, cinco raices reales iguales, cinco reales pero
solo dos de ellas iguales, etcétera. Cuando A, es una raiz de multiplicidad k de una ecuacién de
grado n (es decir, k raices son iguales a A,) entonces puede demostrarse que las soluciones

linealmente independientes son

e/llx’ xe/llx’ xZe/llx’ . xk—le/llx

y que la solucidn general debe contener la combinacion lineal

cre?M* + coxeM* + g xZeMX 4 o+ gxkTleM¥
Por ultimo, las raices complejas de una ecuacion auxiliar siempre aparecerdn en pares
conjugados. Por ejemplo, una ecuacién polinomial ctbica puede tener a lo mds dos raices

complejas.

Cuando, A, = a + i esla raiz compleja de orden de multiplicidad k de una ecuacién auxiliar,

su conjugada, A, = a — i es también raiz de orden de multiplicidad k. En este caso, la solucién
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general de la ecuacion diferencial debe contener una combinacion lineal de las soluciones

linealmente independientes:

k-1 _,ax

e*cosPx, xe*cosfx, x2e“*cospx, ..., x¥1e®*cosfx

e“*senfx, xe“*senfx, x2e**senfx, ..., x* 1e“*senfx

14
Ejemplo 6.1.2.1
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
1. y“"+3y"+y"+y=0
2. Yy 4+2y"+y=0
A
1. La ecuacion auxiliar es
B+32+21+1=0,
cuyas raices son A; = A, = A3 = —1, luego la solucion es
y=ce ¥ +cxe™ + cyx’e™
2. La ecuacion auxiliar es
M+22+1=Q%2+1)2=>21=+i
Puesto que las raices A; =i A, = —i son dobles, la solucién general es
Y = €1€0SX + c,Senx + Cc3Xcosx + c,xsenx
|
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6.2 Método de los coeficientes indeterminados

La primera de las dos formas que se consideran para obtener una solucién particular y,, de una

EDO lineal no homogénea se llama método de los coeficientes indeterminados. La idea

fundamental que sustenta este método es una conjetura acerca de la forma de 'y, , dependiendo
de la clase de funciones que constituyen la funcién de entrada f(x). El método se limita a EDO

lineales como:

Yr+a, vy 4 et ay tagy = (%) e (1)
donde

v' Los coeficientes a;, i = 0,1,...,n son constantes

v f(x) consiste en la suma o producto de

n

x", e™, cos fx,sen fx

Por ejemplo:

a. Sif(x) = x? escéjasey, = Ax* + Bx + ¢
b. Sif(x) = 4xe* escéjase y, = Axe* + Be*
c. Sif(x) = x + sen2x escéjase y, = (Ax + B) + Ccos 2x + Dsen2x

Entonces, por sustitucion, determinamos los coeficientes de esta solucion generalizada.

Ejemplo 6.2.1
Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial
y’ =2y =3y = 2senx

A Hallemos primero la solucion homogénea, para ello resolveremos la ecuacién auxiliar

asociada a la ecuacion diferencial

m?>—-2m—-3=0

cuyas raices sonm; = —1 y m, = 3. Por lo que la solucién homogénea es
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Yy = cie”* + ce3”
Para hallar la solucién particular, hacemos que y, sea una forma generalizada de f(x) =

2senx. Esto es, hacemos

Yp = Acosx + Bsenx
Luego,
y, = —Asenx + Bcosx = y, = —Acosx — Bsenx

Sustituyendo en la ecuacion diferencial tenemos
—Acosx — Bsenx + 2Asenx — 2Bcosx — 3Acosx — 3Bsenx = 2senx
Entonces,
(—4A — 2B)cosx + (—3B + 2A)senx = 2senx

igualando término a término obtenemos el sistema

—4A—-2B =0 1 2
{—SB+2A=2=>A_5 yB=-g
Por lo tanto, la solucion general es
2
Vo =Yn+ ¥ = cre™* + e + £ COSX — ¢ senx
[ |
Ejemplo 6.2.2
Resolver

y’ =2y =x+ 2e”*
A El polinomio caracteristico asociado es m* — 2m = 0, cuyas raices son m; =0 ym, = 2,

luego la solucién homogénea es 'y, = ¢, + c,e?~.

Puesto que f(x) = x + 2e* nuestra primera eleccién de y, seria (A + Bx) + Ce*.
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Sin embargo, como y, ya contiene un término constante c,, multiplicamos la polinémica por x

y usamos
Y, = Ax + Bx* + Ce*
Entonces,
Y, =A+2Bx + Ce* =y, = 2B + Ce*

Sustituyendo e igualando término a término en la ecuacion diferencial, obtenemos el sistema

2B—-24A=0

1

—4B =1 :oA=B=—Z y C=-2

—C=2
En consecuencia,

— 1 1 2 2 X
Vp = 4x 4x e
Por lo tanto, la solucién general es
1 1
Ve =Yt ¥ =0 +0292x—ZX—Zx2 —2e*

Ejemplo 6.2.3

Determinar una forma apropiada de la solucién particular y, para las siguientes ecuaciones

diferenciales donde la solucién homogénea es dada.

1. vy =x%  yp=c +Cx
2. y"+2y"+ 10y = 4sen3x, y, = c,e *cos3x + c,e *sen3x
3.y =4y +4=e%, y,=ce**+cxe**

A

1. Como f(x) = x?, la eleccion de Yp seria A + Bx + Cx?, pero y, = c¢; + c,x entonces

Yy = Ax?* + Bx® + Cx*.
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2. Como f(x) = 4sen3x y vy, contiene un factor de e™*, hacemos

Yn = Acos3x + Bsen3x

3. Como f(x) = e**, la eleccion de y, seria Ae®*. Pero, comoy, = c;e” + c,xe** ya contiene

un término e?*, multiplicamos por x? para concluir que

yp — szezx

6.3 Método de variacion de parametros

El método de los coeficientes indeterminados es aplicable si el término no homogéneo f(x) estd

formado por polinomios o funciones cuyas derivadas sucesivas siguen un modelo ciclico. Para
. 1 e - e 7z
funciones como ~ Y tanx, que no poseen tales caracteristicas, usamos un método mds general

llamado variacion de pardametros.
Consideremos la ecuacion diferencial de segundo orden
Y +p@)y +QM)y = f(x)

Supongamos que y, tiene la misma forma que 'y, excepto que las constantes en yy, se sustituyen

por variables, es decir,
Vp = Uy (0)y; () + up (x)y, (x)

donde y, y y, forman un conjunto fundamental de soluciones en I de la ecuaciéon diferencial

homogénea.

Ahora bien,
Vp = UyYy + Y1y + UpYs + YoUy
Yp = Usy1 Y1ty + Y1ty Y+ UpYs + UpYs + YaUp + Up,

Al sustituir en la ecuacion diferencial dada tenemos
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Yy +p®)y +Qx)y =
= [wyr + yiup + yiug + Wy + Uy, + upys + yaus + upys| +
+p(x) [u13’i +yuy Uy, + YZulz] + Q) [uyy1 + upy,] = f(x)

Agrupando términos, se obtiene

cero cero

Yy + )y + Q)Y =uy [y + Py +Qyi]| +uy [ys + Py, + Qua] + yiul +uiy,

YUy + Uyy, + Plysug + yous| + yiup + upy,
d , d , , , . .
= dx [3’11‘1] + I [YZuz] + P[Y1u1 + }’Zuz] + yiup + Uy,

= a [}’11‘1 + J’Zuz] + P[y1u1 + YZuz] + yiuy +uy, = f(x)

Como se busca determinar dos funciones desconocidas u, y u,, son necesarias dos ecuaciones.

Estas ecuaciones se obtienen con la suposicion de que las funciones u, y u, satisfacen
Yius +You; =0
Entonces
Y1y +uzy, = f(x)
Por la regla de Cramer, la solucion del sistema
{ yiug +yu; =0
Y1y + you; = f(x)
Puede expresarse en términos de determinantes:

U = Wy _YZf(x) . Wy yif(x)
1w w B

donde
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Vi Y2
Yi Y2

V1

0
W= . £l

) WZ

0 V2
, W, = | :
VUlf )y,

Ejemplo 6.3.1

Resolver

X

oy _&
y yty X

A La ecuacion caracteristica asociada es m?* —2m + 1 = 0, cuyas raices son m; = m, = 1,

luego
Yp = cie* + cyxe*
Ahora bien, para hallar la solucién particular tenemos que
Yp = WY1 + Uy, = uje” + uyxe”
donde u, y u, satisfacen el sistema de ecuaciones

u.e* +u,xe* =0
X

. , e
ue* +u,(xe* +e*) = —

2x
El Wronskiano viene dado por
e* xe* 2
W = = e
e* xe*+e* ¢
Entonces
ex
x (&
Uoow o e 277 2 2

ex
X
. yif() € <E) 1 171 1
u2: W = er :ﬂﬁuzzzj;dxzzlnlxlzln\/;
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Por lo tanto

x
Yy = —Eex + xe*Invx

y la solucidn general es

X
Ye =Ynt W = c,e* + cyxe* — Eex + xe*Invx

6.4 Generalizacion del Método de variacion de parametros

El método de variacién de pardmetros se puede generalizar a ecuaciones lineales de orden n de

la forma
Y +an Yy 4t a iy tagy = (%) e (1)
Si la solucion homogénea es
Yn=0CYy1 T Y, + 0+
Entonces una solucion particular es
Yp = ug (0)y1(x) + uz (%) ¥, () + -+ + up () y, ()

Dondeu, k =1,,2,...,n sedeterminan mediante las n ecuaciones

[ v+ vty =0

{ yiuq + YUy + -+ Yhuy =0
-1 , -1 , -1 ,

W Pug + 9" Py + 4y P, = f(x)

En este caso con la regla de Cramer el resultado es
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donde W es el Wronskiano de y,, Vs, ..., ¥, ¥ Wy es el determinante que se obtiene al remplazar
la k-ésima del wronskiano por la columna formada por el lado el lado derecho del sistema, es

decir, la columna que consta de (0,0, ..., f (x))

Ejemplo 6.4.1
Resolver
Yy +y =tanx
A La solucion homogénea viene dada por
Yp = €1 + C,c08x + c35enx
Ya que el polinomio caracteristico asociadoes m®> +m=m(m? +1) =0
La soluciédn particular es de la forma
yp = uy(x) + uy(x)cosx + us(x)senx
Donde u,;(x),u,(x),us;(x) se obtienen del sistema
Yilly + Youy + y3uz = 0
yius + yous + y3uz =0
yiuy +yu; +yzus = f(x)
Es decir,
u; + cosxu, + senxuz = 0
0 — senxu, + cosxuz; = 0
0 — cosxu, — senxu; = tanx

El Wronskiano es

1 cosx senx
0 —senx cosx
0 —cosx —senx

W = =1
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Luego,

w, 0 coSXx senx

uy=—=| 0 —senx cosx |=tanx(sen?x + cos?x) = tanx

tanx —cosx —senx

= u; = —In|cosx|
w, 1 senx 0
U, = W =10 cosx 0 | =senx

0 —senx tanx

= U, = —COSX
7 1 cosx 0 senx
U =—=10 —senx 0 | =———=cosx — secx
w COSX

0 —cosx tanx

= u, = senx — In|secx + tanx|

Por lo tanto, la solucién general es

Ye =YntVp =

= ¢; + c,co8x + c3senx — In|cosx| + senxcosx + sen’x — senxIn|secx + tanx|
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6.5 Ecuacion de Euler

Una ecuacion de Euler es una ecuacion diferencial de la forma

t"y" + b, t"y" 4 e+ bty + byy = 0
Conb;eR, i=01,..,n
Observe que sit + 0, la ecuacion se escribe

b, ., b
y+oy=0

n—1

-1
y"+ Ty" et oo

Cuyos coeficientes son continuos en (0, ) y en (—, 0). Por tanto siempre es posible hallar la

solucion general en uno de estos intervalos.

Para resolverla se supondrd t > 0, y entonces se puede hacer la sustitucion

t =e" soseau = Int,
(Sit < 0,sehacet = —e" y se produce en forma andloga).
Observe que como
du 1 u
FT

Sisellama s = s(u) = y(e%), resulta
s'(w) =y'(e*)e"
s"(w) = y“(eMe® +y'(eM)e” =y (eM)e* +s'(w)
Por lo que
y'(@©) =y (") =[s"W — s W]e
y' () =y(e") =swe™

El lector puede verificar en forma similar que
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y@) =[s""w — 35" (W) + 25" (w)]e %
En general
K
yU) = g~ku (2 riks(i)(u)> ) conty €R
i=1
Reemplazando y,y’, ...,y™
n n—1
(Z Tins® (u)) + (Z Tin—1¢™Y (u)> by + -+ [s7(w) = 5" (W]b, + 5"W)by + s(W)by = 0
i=1 i=1

Que es una ecuacion diferencial de orden n con coeficientes constantes, con incégnitas s = s(u),

cuya solucioén ya fue estudiada anteriormente.

Ejemplo 6.5.1
Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial
x%y" —xy'+y=0
A
Como x > 0, se hace la sustitucion
t=e" o seau = Int,

Por lo tanto,

du 1
t

Llamando s = s(u) = y(e%)

Se tiene
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Y () = (") —s"(w))e™ "
y'(x) =s"(we™
Reemplazando en la ecuacion resulta
e?u(s”(w) — s’ (w)e ™ —e*(s'(we™) +5s=0
0 sea
s =25"+s5s=0
Cuyo polinomio caracteristico es
p(A)=22-21+1=A-1)2
Por ello
s(u) = c,e* + c ue
Entonces

y(x) = ¢1x + cxlnx
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